The Lessons that Prof. Sergio Focardi
gave me in 2007
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1. TRIGONOMETRIA PIANA

1-1. Angoli

L’angolo & la parte d&{i‘auo compresa fra due semirette (lati),
uscenti da uno stesso punto (vertice). Se si indicano con O il
vertice e con OA e OB i lati (Fig. 1-1), I'angolo viene comune-
mente indicato con A0B.

Immaginando I'angolo ottenuto per rotazione di una semiretta
dalla posizione iniziale 04 a quella finale OB. esso viene consi-

B
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Fig. 1-2. —~ Due angoli AaB, uno
positiva {a) e Paltro negativo (b).

Fig, 1-1. - L’angolo AORB,

derato positivo o negativo a seconda che si tratti di una rotazione
antioraria oppure oraria. Il verso di rotazione viene indicato
mediante una freccia (Fig. 1-2).
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TRIGONOMETRTIA PTIANA

1-2. Archi

Se si tracciano pit circonferenze col centro nel vertice O di
, un angolo AOB e raggi diversi, i due lati dell’angolo 04 ¢ OB
i mdlv:duano su ogni circonferenza un arco (Fig. 1-3). 1l rapporto
| fra l'arco intercettato e I'intera circonferenza, dipende soltanto
ldall angolo e non dal raggio della c;rconfelenf,a,. Per questo, le
lmisure degli angoli si possono far risalire a misure di archi.

A~
Fig. 1-3. - Un angolo AOB intercetta un arco su ogni circonforenza col
centro in 0.

1-3. Misure di angoli

Si dice che un angolo ha l'ampiezza di un grado se l'arco
che esso intercetta su una circonferenza col centro nel vertice
dell’angolo, ¢ 1/360 dell'intera circonferenza. Un sessantesimo di
grado si chiama primo ¢ un sessantesimo di primo si chiama

r secondo.

- %ﬁ. ‘;ti Si dice che un angolo ha 'ampiezza di un radiante se la lun-

e t :

i E .| phiezza dell’arco che esso intercetta su una circonferenza col centro
ol | “%—wpafr*’?‘“'”m
Ln G nel vertice dell’angolo, ¢ pari a quella del raggio della circonferenza

ey Wde}l intera e:rconierenza@

diante la relazione

(1-1)

_ Se ¢ nota lamp]gzm di un angolo espressa %
si pud ottenere 'ampiezza dello stesso angolo T radianti Orz-mme-

Sk

SENO E COSENO DI UN ANGOLO

La relazione inversa

180 g
e,{;rmi R TR emd (J_-Z)
T

_permette il passaggio dalla misura in radianti a quella in gradi.
Dalla” definizione di radianti deriva la scguente relazionc Ira
lunghezza [ di un arco di circonferenza. raggio r della medesima

M] angolo al centro_individuato dell’arco:

( § 5= B § (1-3)

1-4. Seno e coseno di un angolo

Nel seguito, salvo precisazioni contrarie. le misure degli angoli
siintenderanno sempre espresse in radianti,

Dato 'angolo AOB, si tr acei la semiretta OC, perpendicolare
ad OA, in modo che I'angolo AOC sia positivo. Chiamato 0 I'an-
golo AOB e scelto un punto £ sulla semiretta OB, si tracci da P
la perpendicolare PPH alla semu'etta 04 (Fig. 1-4).

Si definisce seno dell’ ]
ato HP ed il segmento OF. Questo rapporto risulta positivo,
quando ento ha verso concorde con quello di OC, ne-
gativo quando i versi di HP e di O sono discordi. Analogamente
si definisce coseno dell’'angolo 0 il rapporto tra il segmento orien-

B g E(\L%— ﬁau

F0°

CoSENO ,?—Lj

\ ADB=0

Fig. 1-4.
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tato OH e OP. Questo rapporto viene preso positivo quando il
segmento OH ha verso concorde con quello di 04, negativo quando
i versi di OH e di O4 sono discorc}wj. Segue dalla definizione che
tanto il seno, quanto il_ coseno di un angolo possono assumere
soltanto valori compresi fra —1 ¢ —f-1._...

Nella Hig. 1-5 sono tracciati i grafici di sen 6 e di cos 0 per
valori di O compresi fra 0 e 2 #. Da questa figura ¢ facilmente os-
servabile che sen § ¢ positivo per 0 compreso fra 0 e 7 e negativo

sen § (al

] P g s i e S e

0
cos 0 (b)
+1 -
3
—-I ___________ T k) e e i i e i 9

Fig. 1-5. - (a) grafico di sen 6. () grafico di cos B, per valori di 8 compresi
fra 0 e 2.

per O compreso fra 7w e 2 w. Dalla stessa figura si vede che cos 0
& positivo per O compreso fra 0 e 7/2 oppure fra 3/2 e 27 ed
& negativo per 0 compreso fra w/2 e 3 /2.

Dato che i due angoli 6 e 2% + 6 sono sovrapponibili, essi
hanno lo stesso seno e lo stesso coseno.

SENO E COSENO DI UN ANGOLO 5

(@) (b)

0 (‘) 27+ 9

Fig. 1-6. — Due angoli, 0 (2) ¢ 27 + 0 (b).

Piti in generale:
sen (2 7tn - 0) = sen §

g
cos (2 7o 4 0) = cos 0

con 7 numero intero negativo o positivo.

Le (1-4) significano che le funzioni (*) sen 6§ e cos § sono pe-
riodiche con periodo uguale a 2 .

Nella tabella 1-1 sono riassunte alcune importanti relazioni

TaserLLa L-1. Alcune relazioni trigonometriche

sen (— ) = — sen (x)
(5 —2) = (12
sen (w—x) = —sen (w4 @)

sen (3—21:— — x) = sen ( 3; 4 x)
sen (2mw—2x) = —sen (27 + x)

cos (— x) = cos (x)

cos (——;—- %x) = — o8 (—g— -+ :c)

cos (Tt — ) == cos (7 + )

eos(g—;—w )=—cos(—ﬁ21-- )

cos (2T —2) = cos (27 + =)

(*) Per la definizione di funzione vedi cap. 8.
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fra seni di angoli diversi, e fra coseni di angoli diversi, e nella
tabella 1-2 relazioni che permettono il passaggio da seno a coseno.
Inoltre fra seno e coseno di uno stesso angolo sussiste la rela-

zione:
sen? 0 |- cos? § = 1, {1-5)

TaseLra 1-2. Relazioni fra seno e eoseno di angoli che differiscono
di /2 o 3 w/2.

sen ( % {L' == GOS8 & } cos ( i x) = Sen x
2 o | 2 T
sen (.’IL - Cos T | ¢ (x n) en x
——— = — CO8 . CO8 e zmoRe
2 8 | 3 5
37 . ! 3n
sen(—‘—uw Pe=—cosy | cos( 3 wx):—sunx
n i + o cos x [ co el kz) en x
o Vi o S L i
se ( 3 ) S 3 5
|
1-5. Tangente e cotangente
ra Si definisce tangente di un angolo 0 (tang 0), il rapporto fm
.l seno e i1l coseno dellangolo: i
%
¥ on b ;
SN o senf \
6""‘ e tong = cos 0 (1-6)

59
La_tangente non ¢ definita per 0 — 7/2 - kn (k intero), es-
_ sendo zero il coSEMO di_gues 1.

Si definisce cotangente di un a,no'olo 0 (cotang 0) il rapporto
fra il coseno e il seno dell’angolo:

v (5O
a‘&-j = Mwé cotang 0 = m : (1-7)
' *’g s sen 0

La cotangente non ¢ definita per 6 = kx (k intero). quando
clot il seno vale zero.

FORMULE DI ADDIZIONE E SOTTRAZIONE

Nella. Fig. 1-7 sono riportati i grafici della tangente ¢ della
cotangente da 0 a 2 7. Queste funzioni sono periodiche con pe-
riodo uguale a .

tang B : ! (a)

cotang 0 ; : (b]

|
|
|
|
i
]
]
Tam [}

[
I
I
I
!
E
Fig. 1-7. — (a) grafico di tang 0 ¢ (b) di cotang 0.

1-6. Formule di addizione e sottrazione

e pereer—

e T

Dati due angoli § e ¢ le funzioni trigonometriche degli angoli
somma 6 + ¢ e differenza 6 — o. sono espr1m1b1h in virth delle
seguenti relazioni, mediante funzioni trigonometriche degli an-
goli O e g:

sefl (6 + @) = sen 0 cos o -+ cos 6 sen ¢

cos (8 + @) = cos O cos ¢ — sen B sen o (1-8)
~  tang 6 + tang ¢

t ] —

ang (0 + o) 1 — tang,0 tang ¢

sen (0 — @) = sen O cos @ —cos 0 sen ¢

cos (B — ¢) = cos O cos ¢ + sen Bsen o (1-9)
tang 0 — tang ¢

I + tang 0 tang o

tang (6 —g) =

p!



% TRIGONOMIETRIA PIANA

1-7. Formule di duplicazione e bisezione

“7 Dalle (1-8). ponendo 8 = . si ottengono le formule di dupli-
cazione :
sen 20 == 2sen 6 cos O
cos 20 = cos 0 —senz 0 (1-10)
. 2 tang 0
tang 2 6 = T tang® 0

Le formule seguenti permettono. viceversa, di esprimere le
funzioni trigonometriche di un angolo mediante quelle dell’angolo

doppio :
on —1—8—— N Vl—cosﬁ
oy vE Yy —
1+ cos6
COs _."—2__0 =z + ‘———2-'—— {1-11)
sen {)

1
ta.ngﬁg— = 1 +cosf °

1-8. Formule di prostaferesi
b e e I
Le formule di prostaferesi permettono di esprimere somme o
differenze di seni o di coseni mediante prodotti di seni e coseni:

sen O + seng = 2sen é— (0 -F @) cos —%— (68— o)
1 1
sen ) —sen @ =  2cos s (0 + @) sen 5 (0— o)
y . _ (1-12)
cos O 4 cos @ = 2008?-(6+@)cc)s~72«(9—¢)
1 1
cos O — cos ¢ = —-—2sen~u2—(6 + @) sen—ém{ﬁ—cp) .

APPLICAZIONI Al TRIANGOLI 9

Dalle (1-12) si possono ottenere le seguenti formule inverse:

‘sgn 0cos g = ——:lé— [sen (B 4 @) -+ sen (0 — o)]
;:_ .“. 1
cos 0 sen g e [sen (8 4 @) — sen (0 — o))
y 1 (1-13)
cos 0 cos @ = e [cos (0 4+ @) + cos (0 — o))
1

sen O sen @ =

S ) [cos (0 + @) — cos (0 — o).

1-9. Applicazioni ai triangoli

) Triangoli rettangoli

Dalle definizioni delle funzioni trigonometriche (paragrafi 1-4
e 1-5) derivano le seguenti relazioni fra i cateti AB, AC. gli angoli
ad essi opposti 6 ¢ ¢ e Pipotenusa BC di un triangolo rettangolo
(Fig. 1-8).

A C

Fig. 1-8. - Un triangolo rettangolo ARC.

Un cateto ¢ ugua
1) al prodotto dell'ipotenusa por il seno dell’angolo opposto:..
) AB = BC sen 0
AC = BCsen ¢
2) al prodotto dell'ipotenusa per il coseno dell'angolo adia-

cente:
AB = B( cos g
AC = BC cos 0

(1-14)

s S

(1-15)
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3) al prodotto dell’altro cateto per la tangente dell’angolo

OPPOSL i o < lnmal
T— AB = 40 tang 0

AC = ABtang o (3-10)

4) al prodotto dell’altro cateto per la cotangente dell’an-

-

golo adiacente - T
o AB = AC cotang o
AC = AB cotang () .

et
it et

(1-17)

—
Q) Teoremamdei st:.}’lj_)-

;:_M_,,__Dato un triangolo qualsiasi ABC (Fig. 1-9). il rapporto fra i
" lati del triangolo ed 1 seni degli angoli ad essi opposti & una co.

stante del triangolo (diametro del cerchio circoseritto al triangolo) :

ra— ISP
—

e T,

I AC 4B 0B
' seno  seny  sen B (=18

Fig. 1.9,

¢) Teorema di Carnot

) In un triangolo qualsiasi 4B (Fig. 1-9) & possibile esprimere
il quadrato della lunghezza di un lato (per es. 4B), mediante gli
altri due lati ¢ il coseno dell'angolo fra essi compreso :

[ AB*— AC® | OB>—24C . CBeosy. \ (1.19)
e T

Ko i e e

e e e et e a5

M

2. GEOMETRIA ANALITICA PIANA

e e e e b e e,

2-1. Assi cartesiani ortogonali

Due rette orientate ortogonali . y. usate come sistema i
riferimento dei punti del piano (Fig. 2-1) sono denominate assi
cartesiani ortogonali. Tracciate da un punto P del piano le
perpendicolari P e PK agli assi, la posizione di P nel piano
¢ nota quando sono noti i segmenti O (ascissa) e OK (ordinata).

Vb 5
L
L e 1P
i
1
1
i
i
I
:‘
o H X
Fig. 2-1. - Assi cartesiani ortogonali.

L’ascissa e T'ordinata di un punto si chiamano le coordinate di
quel punto.

Prefissato un segmento » (unitd di misura) ad ogni punto del
piano corrisponde una coppia. di numeri reali (*) (le misure dei
segmenti OH e OK) e viceversa, ad ogni coppia di numeri reali
(coordinate), corrisponde un punto del piano. Questa corrispon-

(*TNum_eri reali, vedi § G.-1.
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denza si indica normalmente con P« (& y); x ed y sono rispetti-

vamente lascissa e l'ordinata del punto P,

mDatg;__qug_ufunti Proc(, m) e Py= (1, ¥2) la distanza d

fra_questi_punti, yjﬁhuiﬂ‘ﬁéﬁﬁfﬁiﬁﬁé’zﬁEi‘éf'ﬁé‘grﬁéﬁﬁr‘"Pi 2,

MMMMM risulta T e
| A= VE = = | 1)
L..M_...M__,.wﬁ..m_m.-_,w.wh_mw,,‘.,_.mHw.w.mu»wﬁ: fij Yo Uil & x)"%‘g
2-2. Trasformazioni di coordinate ! ’

‘wm‘“”’"w%.—_wuw-w"‘“‘m

Talvolta si rende necessario cambiare il sistema di assi carte-
siani. Chiamati 2y i vecchi assi, 'y’ 1 nuovi, a e b le coordinate
dell’origine dei nuovi assi, rispetto al riferimento zy, e 6 Pangolo
che l'asse 2’ forma con I'asse z (Fig. 2-2), esistono le seguenti re-

Y
y'

Fig. 2.2,

lazioni fra le coordinate di uno stesso punto P, relative ai due
sistemi di riferimento :
4

R .

] T =02 cos 0—y sen @ E 2.9
% Y¥=0b-+ 2"sen 0 + y' cos 0. (=2)
&w—uumm'&%uw_m“
¥ Y rappresentano le coordinate di P nel vecchio sistema dj ri-
ferimento ; 2/, ¥ nel nuovo.
Le trasformazioni inverse che esprimono &' e ¥’ in funzione
di z e y sono:

z' = (x — a) cos O+ (y—0)send
Yy '=—@—a)sen O + (y —b) cos

(2:8)—

LUOGHI GEOMETRICIT

2-3. Coordinate polari

Invece di utilizzare due rette per determinare la posizione di
un punto nel piano, sono talvolta preferibili altri sistemi di coor-
dinate. Le coordinate polari. per esempio, utilizzano come ri-
ferimento un polo 0 e un asse polare 04 (Fig. 2-3). La posizione

Y8
S

>V

Fig. 2-3. — La posizione i un punto in coordinate polari & data mediante
i parametri » e (.

di un punto P ¢ determinata dalla sua distanza » dal pole O e
dall’angolo AOQP,

r ¢ 0 sono le coordinate polari del punto P. Le trasformazioni
che permettono il passaggio dalle coordinate cartesiane a quelle
polari e viceversa, nel caso in cui I'asse z delle coordinate carto.
siane coincida con l'asse polare, sono:

& =7 cos 0

2-4
y = 7sen O (2-4)
Pyl a gl (2-5)

Y
0 = arctang - .
> w

_ 2-4. Luoghi geometrici

Si definisce luogo geometrico linsieme di tutti e soli i

punti che soddisfano ad una certa proprieta geometrica, o le cui
coordinate soddisfano ad una data equazione. Esempi:

) il luogo geometrico dei punti che hanno distanza » dal.

Toriei i 1 rdinati ¢ ir she ha centr
1011g1r}e_ degli assi coordinati & la ecirconferenza che entro
nell’origine e raggio r,
——
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b) il luogo geometrico dei punti che hanno distanza d dal-
Vasse z ¢ la coppia di rette parallele all’asse z. a distanza d dal-
I'asse e da parti opposte rispetto ad esso.

¢} il luogo dei punti che soddisfano all’equazione y = 0
& 1'asse x.

Nei paragrafi successivi verranno trattati numerosi esempi
di Juoghi geometrici.

2-5. La retta

A ————— .

La retta & il luogo dei punti che soddisfano l'equazione:

//‘ T

Y = ax | b. 3y (2-6)
o J

Il parametro @ & la tangente trigonometrica dell’angolo 0
(Fig. 2-4) che la retta forma con I'asse z.

B b/_,
Q _1 g

117 |

Fig. 2.4,

Il parametro b & l'ordinata del punto in cui la retta incontra
Vasse y, mentre I'ascissa del punto in cui la retta incontra asse
x & —bla.

s b

—..La_parabola_¢ il luogo dei punti le cui distanze da un punto

Ny

Ve
s

Aw F
G W s
&

F R
A e R ™A

LA PARABOLA l 5-

L’equazione della retta che passa per i due punti Py == (z1 . 1)
e Py (22, 9p) &
Yoo o, MR (2-7)

) X2 —

L’equazione della retta che passa per il punto Py = (z1, 1)
ed ha coefficiente angolare a ¢

Y—i =alz—mn), (2-8)

Due rette parallele hanno lo stesso coefficiente angolare; i
coefficienti angolari a; e as di due rette perpendicolari sono legati
dalla relazione

 ap = — 1, (2'9)

2-6. La circonferenza

La circonferenza & il luogo dei punti la cui distanza da un punto
dato (centro) ¢ costante. Se ¢ = (u, b) ¢ il centro ¢ » il raggio.
I'equazione della circonferenza é&:

(2 —a)? 4 (y — b)2 = »2, 7 (2-10)
che pud essere ri(inttn alla forma:
a2 y?bax+ By -+ =0. (2-11)
In questo caso il centro €' ha coordinate:
fa|— -g— - _g-) (2-13)
e il raggio r ¢ dato da

p o= —;—\/&2_5;13"2 — 4. (2-14)

2-7. La parabola

A e A S

(fuoco) e da una retta (direttrice) sono uguali.

e

s

O
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Scelti gli assi zy con y passante per il fuoco e perpendicolare
alla direttrice e x parallelo alla direttrice. in modo che I'asse
sia ad ugual distanza dalla direttrice e dal fuoco (Fig. 2-5). ogni

¥
E
7 70) A Pa(xy)
'u-\‘i T !
|
= |
- ] o
"E= I
F=lo.g B
I =
]
A %
1
direftrice

Fig. 2-5. - Una parabola.

punto P della parabola (per la definizione di parabola) soddisfa
la condizione:

—

VB (Y—af =y +a (2-15)
dove a & la distanza fra il fuoco o Iasse .
La (2-15) pud essere ricondotta alla forma
x? = 4 ay. (2-16)
Se vengono scelti assi zy diversi da quelli della Fig. 2-5, I'equa-
zione della parabola assume la forma pit generale
Aw? 4~ By? + Oxy -+ Dx + By + F = (. (2-17)

come pud essere facilmente verificato sostituendo nella (2-16)
le formule (2-2) per il cambiamento di assi.

Viceversa un’equazione del tipo (2-17) rappresenta una pa-
rabola se €2 —4 AB =0 ¢ se CE—2BD =£ 0.

2-8. L'ellisse

T s B N

Leellisse ¢ il luogo dei punti tali che la somma delle loro di-
stanze da due punti fissi (fuochi dell’ellisse) sia costante. Scelto

B it

Fig. 2-6. - Ellisse.

I'asse = passante per i due fuochi e y coincidente con lasse del
segmento F1F: . 'equazione del luogo &

\/(x — )2 o g2 \/(x + e y2=2a. (2-18)

2a ¢ la somma delle distanze dai fuochi e 2 ¢ la distanza fra i
fuochi (a > ¢). Dall'equazione (2-18) ¢ possibile ricavare I'equa-
zione dell’ellisse nella forma

L ;
Pl S5 1 (2-19)

w?

con b2 = a® —¢2 a e b rappresentano i due semiassi dell’ellisse.
Se gli assi ¥ non coincidono con i semiassi dell’ellisse la (2-19)
assume la forma pit generale

Aax? - By? + Czy -+ Da + By + F = 0, (2-20)

L’equazione (2-20) rappresenta un’ellisse se fra i coefficienti
sussiste la relazione O2-—4 AB < 0 (*).

2-9. L’iperbole
Liiperbole & il luogo dei punti tali che la differenza delle di-

“stanze da due punti fissi (fitochi dell'iperbole) sia costants. SGelto

(*) Per una discussione pili precisa su questo punto si veda il § 2.10.
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Passe x passante per i fuochi e y coincidente con lasse del seg-

mento 1 Fy (Fig. 2-7), Pequazione del luogo &

VEF R e—R T =24 (2-21)

2a ¢ la differenza delle distanze PF; ¢ PFse 2¢ o la distanza

fra i fuochi (a < ¢). Dall’equazione (2-21) si ottiene :

z? y?

=1 (2-22)

con H2 = 2 — g2,

Fig. 2-7. ~ TIperbole.

Anche Pequazione dell'iperbole, come quella della parabola
¢ dell’ellisse, assume la forma generale (2-17) e (2-20) rispetto

ad un sistema di assi ¥ generico. non particolare come quello
di Fig. 2.7,

2-10. Coniche

e ke M gy

Sichiamano coniche le curve ottenute dalla_intersezione di

un cono con un piano. In generale I'equazione di una conica é:
e b i B ol e e

- e
g Azt + Byt + Coy + D+ By + F—0 | (2.23)

7

e

CONICIIE /(f

Definiti, in funzione dei coefficienti 4, B, ... E. i parametri
della conica’
o P o S ) AV RNT R
(= ———AB, H—— (- —BD). L=
: 2 | ‘
I'equazione (2- rappresenta una ellisse, una iperbole, una pa-

rabola o due rette, a seconda che si verifichino le condizioni
riagsunte in tabella 2-1.

TasrLLA 2-1. Criteri di identificazione delle coniche.

ellisse G <0 e e —GL #0
iperbole G >0 e 2 —GL# 0
parabola G=0 e II#0

due rette H2 e GL =0

QL’\ {{)’M k. %2 ¢=

o

A
4, AP T ; 7 "fb—‘ Q’ EL{
r""OJ‘g/% BAearld ¢ T‘j)/l Pod [/QL ___/u“

7]

.’)__. } . ‘ . ' L‘- v‘.?
f:'{?. A b C;Qk_ o O

~

L‘j‘\)«d(—.} {i‘ U ‘ %‘ 3 g_‘ E‘__ Lr\u?

7, el P i’ # ‘ff‘””f EIEN
,(’_C»‘ ¥ & / (:"i’”‘}‘f’“’”@‘ b



3. LOGARITMI

3-1. Definizione di logaritmo

. Si definisce logaritmo in base @ (@ positivo) di un numero po-
SWIvo 2 e si indica con log, » quel numero y che soddisfa Iequa-
zione T e
av = g, (3-1)

Lequazione (3-1) & pertan

to equivalente a

¥ = log, . (8-2)
L S it

W
_,,“_:_§;g&“!’roprigté dei logaritmi

Dalla definizione di logaritmo, seguono le seguenti proprieta :

a) il logaritmo del prodotto di due numeri ¢ uguale alla
somma dei logaritmi dei due fattori

loga @1 @s == log, & -+ log, s (3-3)

b) il logaritmo del rapporto di due numeri & uguale alla dif-
ferenza fra il logaritmo del numeratore e quello del denomi-
natore '

log,

x
= log, oy —- log, s (3-4)

&

¢) il logaritmo della potenza di un numero ¢ nguale al pro-
dotto dell’esponente per il logaritmo della base

loge 27 = n log, (3-5)

. d) il logaritmo della radice di un numero & uguale al loga-
ritmo del numero diviso per ordine della radice

= 1
log, %/m = log, =. (3-6)

]

MANTISSA B CARATTERISTICA DEI LOGARITMI

3-3. Relazione fra logaritmi di diversa base

I logaritmi dello stesso numero x in due diverse basi @ e b
sono legati dalla relazione

loge & = (logs ) (loga b). (3-7)

loga b & un fattore numerico che dipende dalle due basi « e b,
per cui il cambiamento di base dei logaritmi si ottiene molti-
plicando per un opportuno fattore. Nel caso che pin frequente-
mente si verifica di passaggio dalla base 10 alla base e (*¥), e vi-

ceversa, valgono le relazioni
logio @ = 0,43429 log, x (3-8)
loge & = 2,30259 logie x .

3-4. Mantissa e caratteristica dei logaritmi gg

I caleolo dei logaritmi in base 10 si esegue mediante opportune
tavole. Le tavole forniscono i logaritmi dei numeri compresi fra
1 e 9,999... ILvalore trovato sulle tavole ¢ la mantissa che &
un numero_compreso fra 0 e 1. Per calcolare il Togaritmo di un _

mumero non compreso fra 1 e 9,999, . To st trasforma nel prodotto

di un numero compreso nell’intervallo suddetto per una opportuna
potenza di 10, (esempi: 325.88 = 3.2588 . 102, 0,0031 = 3,1 -
+ 10-3) quindi si calcola il logaritmo del prodotto, che & uguale
(3-3) alla somma dei logaritmi dei fattori.

Esempi:
logio 325 = logs 3,25 <+ loge 102 =
= (0,5119 -2
= 25119 —9 et ssg (3-9)
]Uglﬂ 00031 == lOgm 3,1 + logm 10-3
= 04914 —3

Negli esempi ¢ stata applicata la proprieta (3-5)
]Ugm 107 == n lﬂgm 10 =n (3-10)

con n positivo o negativo, e i logaritmi di 3.25 e di 3,1 (rispetti-
vamente 0,5119 e 0,4914) sono stati trovati sulle tavole. La parte
intera del logaritmo si chiama caratteristica.

‘ (*) Per la definizione e per il valore approssimato di ¢ vedansi la (10-23)
e la (12-20).
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4. TEORIA DEGLI INSIEMI

4-1. Insiemi

Un insieme ¢ una ben definita raccolta o classe di oggetti.
Questi oggetti che possono essere qualsiasi, numeri, persone, ani-
mali, cose... si chiamano gli elementi dell'insieme. Per de-
finire un insieme, basta definire gli elementi che ne fanno parte,
ad esempio:

1) L'insieme dei fiumi italiani.
2) L'insieme dei cittadini alti pit di m 1,70.
3) L'insieme dei numeri dispari
e cosi via di seguito.
Gli insiemi si dicono finiti (insiemi 1 e 2 precedentemente
citati) se & possibile contare tutti gli elementi dellinsieme, in-
finiti (esempio 3) se I'operazione di conteggio degli elementi non

pud aver termine. Si definiscono per gli insiemi le seguenti pro-
prieta :

a) Due insiemi 4 ¢ B sono uguali

4=B (4-1)

se ogni elemento dell'uno appartiene anche all’altro degli insiemi,
e viceversa.

b) Un insieme si dice nullo se non contiene aleun elemento.

4= B (4-2)

se ogni elemento di 4 appartiene anche a B.
s sl

Bt

DIAGRAMMA DI VENN

(-J
AN |

d) Due insiemi 4 e B si dicono confrontabili se

A= B o Bc 4 (4-3)

altrimenti sono detti non confrontabili

A4 B ¢ BE A (4-4)

ool b i A

e) Due insiemi 4 e B si dicono disgiunti se non hanno aleun
elemento in comuue. A

+ e

4-2. Diagrammi di Venn

Facendo uso dei diagrammi di Venn. un insieme & rappresen-
tato mediante un’area piana, limitata da una linea chiusa.

Nella Fig. 4-1 ¢ rappresentata mediante diagrammi di Ve.nn
la relazione 4 < B, e nella Fig. 4-2 sono rappresentati due in-
siemi non confrontabili e disgiunti.

Diagrammi di Venn saranno utilizzati anche pel paragrafo
successivo per illustrare le operazioni sugli insiemi.

Fig. 4-1. — Diagramma di Venn di 4 < B,

Fig. 4-2. — Due insiemi disgiunti.
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4-3. Operazioni sugli insiemi

e e T et e

Si definiscono per gli insiemi le operazioni di unione, inter-
sezione, differenza ¢ complemento.

h‘"“"“"-mr.
S o R

a} Unione

i

Si definisce unione degli insiemi 4 e B, 'insieme ¢
C=4UB (4-5)
costituito dagli elementi che appartengono ad 4 e a B (Fig. 4-3,a).
b) Intersezione
Si definisce intersezione di 4 ¢ B l'insieme ¢

C=4nRB (4-6)

[V EEE C‘

AUV ’

(LTengcyrldter C - P\ /} [Z

b)

A -5

P LEEERERn (/

!

0 ARLEMELR -P\ - U= A

Fig. 4-3. — Operazioni di () unione,
(b) intersezione, (c) differenza, (d) com-
plemento.

O e s S e A e

—

OPERAZIONI SUGLIL INSIEMI (i

costituito dagli elementi che appartengono sia ad 4 che a B
(Fig. 4-3.b).
¢) Differenza

Si definisce differenza
C=A4—B (4-7)

I'insieme costituito dagli elementi che appartengono ad 4 ma
non a B (Fig. 4-3.c).

d) Complemento

Si definisce complemento dell'insieme A rispetto all’insieme
U e si indica con A', Tinsieme costituito da tutti gli clementi
che appartengono a U e non ad 4

A= U—A4, (4-8)

dove U ¢ un insieme di riferimento detto anche insieme univer-
sale (Fig. 4-3.d).

Valgono per le operazioni di unione e intersezione le pro-
prietd riportate nella tabella 4-1.

TaseLLA 4-1. Propriete delle operazioni sugli insiems, O ¢ U in-
dicano rispettivamente Uinsieme nullo e quello universale.

Aud=4 And=A4
(AuUBUC=A4AUBUCO) | AnBnC=4n(Bn0

AuB=BudAd AnB=Bnd4d

Au@Bn0)= Apn(BuC) =
=duBndu?0 =@AnB)u(dnl)

Auy0=4 AnO0=0

AyU=1U AnU=4

AydA =U AnA =0

4y =4 U'=0 0=U

(A4yBY=AnB (AnBy =A"y B

5}

T
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4-4. Insiemi equivalenti
ey

Due ingiemi 4 e B si dicmm“eguivalent_i__

A :B\} (4-9) ;
p j

se esiste una legge che fa corrispondere ad ogni elemento di A
un elemento di B e viceversa. Se gli insiemi 4 e B sono finiti. i

5. ANALISI COMBINATORIA
E CALCOLO DELLE PROBABILITA

per cssere equivalenti devono avere lo stesso numero di element;. e
Dato un insieme infinito C, esso puod essere . gﬂgjjglgﬂﬁ&mlﬁi;}: ;
“sieme dei fiditieri interi, o all insieme dei numeri reali. Nel primo, 51 Paviiis ;l A TTE L ]
~_caso si dice che Tinsieme " ha la_potenza del fiumerabile, il ) _
;QﬁL*Sﬂqﬁ’i@?ﬁ‘ﬁ%ﬁifﬁ?ﬂ@"@j’l@é“za del continuo.™ o  Dati » oggetti distinti. disposti in un certo ordine. scambiando |
B ——— le posizioni di aleuni oggetti, si ottiene un numf“ ordmament('). :
.. Ciascuno di questi gruppi si chiama permytaz:one. 11 numero j
A8 Insieml di punti delle permutazioni possibili con 7 oggetti &
it Dato un insieme § di punti p; - (i, yi, 2;) nello spazio tri- P - "’2 o)
¢ dimensionale (*), si dice che un punto P & un punto di accumu- L Pp=1.2.3..
lazione dellinsieme, so comingie i fisi un anmero positive. - S
{Ipicco )_a_piacere_esistono_sempre punti dell’insieme S, distinti 11 prodotto (5-1) dei primi » numeri interi si chiama fattoriale
ilda P, 1a istanza da P ¢ minore di =, Vale per i punti di accu- di-w ¢ § indiea col simbolo »! o
/imulazione il Teorema di Bolzano-Weierstrass: un insieme =~ = Se gli i oggetti non sono tutti distinti, ma fra di essi @ sono
; di punti limitato e infinito possiede almeno un punto di aceumula- uguali fra loro, b sono uguali fra loro, eccetera. il numero delle
jrelole. = L . ) ) , . permutazioni ¢ dato da U
! Un insieme si dice chiuso se conticne i propri punti di accu- i
mulazione, si dice aperto se & chiuso I'insieme complementare. ; b (5-2)
_Per esempio, Tinsieme dei punti z di una retta tall e <7<, \ "
i 0 in_quanto appartengonio_allinsiomo anche gli estromi ™ ]
0.(a, Dh)..che_sono punti di &ccm@ﬁg}&ﬂsiﬂi b )
~dei_punti z tali che a < x < b & aperto, R 5-2. Disposizioni
Si dice derivato di un insieme S, Tinsieme costituito dai B o ) 7 ond & thenl ¥
punti di accumulazione di . Se un insieme coincide con il proprio Partendo da » oggetti diversi e sceglien C;).nz 84 ;si rmk-
derivato (esempio: Vinsieme dei punti z della retta tali che @ < chiamano disposiz_io‘ll.i df‘ n oggetti a grappi ld 111, llt f; p (gr
< 2 < b) si dice perfetto. Segue dalle definizioni precedenti che gruppamenti ottenibili. Essi dlﬁ‘e“?’?ono lu_noLead. aoiizionip di
se un insieme ¢ perfetto ogni suo punto ¢ punto di accumulazione. Pordine dei k oggetti 0 per uno o pil oggettr{-__n _.,E?R.L;m. o
, 5 n oggetti a gruppi di k, P,f;fc sono
{ e woh i A At btaset L guu SRS 53
o S;E"‘.«,JJ Pt i, g e ey
A¥
—.Nel _caso in cui in ogni raggruppamento possano essere ri-

(*) Le stesse nozioni valgono in generale per spazi n-dimensionali. petuti gli oggetti'si

P

arla di disposizioni con ripetizione. Il numero
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di ‘dlSPO'SiZi'Oﬂi con ripetizione di » oggetti a gruppi di k (k ' Se all'interno di ogni gruppo & possibile ripetere ciascun og-
PO gsere; anche ma.ggl,c:tf) di n) &: . : getto una o pilt volte, si parla di combinazioni con ripetizione.
T ' Il numero delle combinazioni con ripetizione di n oggetti a
DO = (5.4) gruppi di k & dato da™ T
. : i
. M e X Piﬂ -+ k- 1) ! i (5-6}
5-3. Combinazioni mEE TSN ED
e ——
, Sfi, nel raggruppare n oggetti a gruppi di k. non ha importanza Isso, & pari al numero delle combinazioni semplicidi(n + k—1)
lordlne. dggh oggetti nel gruppo, si parla di combinazioni (in oggetti a gruppi di k.
Iuogf) di disposizioni). Cosi il numero di combinazioni di » og-
getti a gruppi di k (k < n) & dato da
T 5-4. Coefficienti binomiali
e ! : - I
I 5-5 L’espressione (5-5) dicesi coefficiente binomiale; essa viene
i (n— Tkl (5-5) I R il
f-”mw_WM;_Wj anche indicata con il simbolo i =
TaveLra 5-1. Esempi di permutazioni, disposizioni e combinazions. i (:) ) (5-7)
} \ K i
| J
! T |
Operazione Oggettii Raggruppa- [ Numero di T coefficienti binomiali godono delle seguenti proprieta
i menti {  raggruppamenti
_ | ’ n ( 7 5.8
Permutazione | a,b | ab, ba | 212 a) ( -0 (5-8)
- : i 3!
Permutazione | a,a, b | aab, aba, bm"’? _ﬁ_]_ = 3 b) e 1 n n— .l (5-9)
. | 2 ¥ k 1
\ Disposizione 5 g
o ab. ba, ac, 3! L n—1 n—2 k k—1
. semplice a La.b, ¢ wee BB o & (" e S ) N ( ) + ( ) 5-10
l\,ﬁa\‘ gruppi di due | ca, be, cb (83—2)! . LJ (k_-l 4 (J;__ 1) + e 40
\ ‘ . e oo
Disposizione | Se si richiede che il coefficiente binomiale (5-7) abbia signi-
rvtind ab, ba, ficato anche per k = n, occorre che il fattoriale di zero sia definito
con ripetizione | a, b 22 e 4 Enelepr f = 0 ———
. ? aa, bb = —uguale ad 1 (0T="T1). Inoltre. affinche la (5-10) valga anche per
a gruppi di due P e ) :
I | E == 1. occorre definire ( ) = ],
Combinazione | ’ —
. 2 g e e T
semplice a | @ b.c | ab,ac, be :3‘__ e 8
gruppi di due | ,' | == 5-5. Binomio di Newton
Combinazione ‘ ‘ ‘ Mediante i coefficienti binomiali & possibile esprimere i termini.
con ripetizione | a, b, ¢ ’ ab, ac, be, i (3 +2—1)! . dello sviluppo della potenza n-esima di un binomio. Infatti
- P bb.cc | 2191 T
a gruppi di due J‘m’ ; ' 12l , n . n,
Gl ° | (@ + b)n = (f,’) a | (’D a1 b 4 (;) av2be (M) (510

[ Just)
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La (5-11) é comunemente chiamata binomio di Newton; in
forma pilt compatta, introducendo il simbolo di sommatoria, il
binomio di Newton si esprime come

LT o ;
(@ -} by = {%0 (i)“ bi. (5-12)

Sostituendo nella (5-12) @ = b = 1. s ottiene

; ’ i ™
>: { ﬂ) sz O )
i=h

cioé¢ la somma di tutti i coefficienti del binomio di Newton ¢
uguale a 27

Y P O SN N . i :
VT e e WD LI o HR AR :
5 b AL g

e

5-6. Definizione di probabilita

Lt

e s e St e s e e e

Si definisce probabilita del verificarsi di un evento casuale,

~ il rapporto fra il numero dei casi favorevoli al verificarsi dell’e-

vento, e il numero dei casi possibili, purché possibili allo stesso
modo. Per esempio la probabilitd che nel lancio di un dado non
truccato esca il numero 5 ¢ 1/6; se il dado fosse truccato. i sei
casi che si possono verificare (numeri da 1 a 6) non sarebbero
tutti possibili allo stesso modo.

Si definisce frequenza di un certo evento. il rapporto fra il
numero delle volte in eui I'evento si verifica e il numero delle
prove fatte. Frequenza e probabilitd sono legate dalla seguente
legge empirica:
al crescere del numero delle prove la frequenza, osservata
sperimentalmente, si avvicina alla probabilita,

5-7. Probabilitd totali

Se il verificarsi di un evento 4 consiste nel verificarsi di uno
qualsiasi degli eventi B, €, D, i quali si escludono a vicenda,
allora la probabilitd che 4 si verifichi ¢ la somma delle proba-
bilitd che si verifichino gli eventi B, €. D

Pa =P+ pc -+ pon. (5-14)

i R AT B T R

R

PROBABILITA COMPOSTE ‘; i

Per esempio la probabilith di estrarre un asso da un mazzo
di 40 carte & 1/10 (rapporto fra i casi favorevoli, 4 assi, e quelli
possibili, 40 carte).

1/10 ¢ anche la probabilitd di estrarre un re, una regina e un
fante. Cosi la probabilitd di estrarre o un asso, o un re. 0 una re-
gina, o un fante & 4/10, come si trova immediatamente applicando
la (5-14).

5-8. Probabilita composte

Se il verificarsi di un evento A consiste nel verificarsi degli

eventi B, O, D, fra loro indipendenti, la probabilita che Pevento

A si verifichi & il prodotto delle probabilita di 7

Pa=1Pp-pPc-po. (5-15)

Per esempio la_ dpj;g}za_biiin&mghemmduew.lamm;ggggaixiﬁi-,.111}
dado (o simultanei.di-due-dadi)si ottenga. 12 come somma dei
numeri sulle facce & 1/36 (prodotto di 1/6 per 1/6).

TS verificarsi di uno degli eventi B, (. D modifica la proba- ! '
bilita che gli altri si verifichino. la (5-15) continua ad essere valida =

purché si tenga conto delle probabilita modificate. Cosi, per

esempio, le probabilita di estrarre, da un mazzo di 40 carte, con-
secutivamente 4 assi. senza rimettere nel mazzo la carta estratta,
& (4/40) - (3/39) - (2/38) - (1/37). (4/40 = probabilita di estrarre
il primo asso, 3/39 = probabilitd di estrarre un asso dalle 39
carte residue, cccetera).

i
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6. NUMERI

i ——.

e

.,

6-1. Numeri reali

Dicesi razionale ogni numero che pud essere espresso come

rapporto ira. due TOmeri 1ncert. del numeri razionali

. eri. 1 numert decimali limitati e 1 numeri doci.

_cump
mali il]imitati periodici. I numeri decimali illimitati non periodiei
sono_irrazionali, (esempio 3/2 ). 1 numeri raz10nall insieme

g1 numeri irrazionall. Gostituj i eali.

\ Ad ognl numero reale si puo far corrispondere un punto di

una retta orientata, sulla quale sia stata stabilita un’origine

(ﬁqsa.ta. una umta. di mmura)

ratici ai numeri umnona.h 51 _sostituiscono nu-

meri razionali ad essi appros —Tn atti ¢ sempre poss1b11e

approssimare un numero irazionale. per cccesso o per difetto,

COn un numero IELZH)HELlB cnmunqlm plc'cola sia I’ appr oq'-uma.zmne

richiesta.

6-2. Valore assoluto di un numero reale

Si definisce valore assoluto di un numero reale x e si indica
con |z|, quel numero non negativo che soddisfa alle seguenti con-
dizioni :

I.’IJI = s5e r = 0
6-1
|| == — se v < 0 L

Per il valore assoluto valgono le seguenti proprietz‘m:

1) 11 valore assoluto della somma di due numeri & mmore
o uguale alla_somma_dei loro valori assoluti

=+l < o] + [y] (6-2)

i

NUMERT COMPLESSI =

2) Il valore assoluto della differenza di due numeri ¢ mag-
giore o uguale alla differenza dei loro valori assoluti

e —y] > J¢l — o] (63)

3) 11 valore assoluto del prodotto di due numeri & uguale
al prodotto dei loro valori assoluti

-

{xljf — ]x yl (6-4)

4) 11 valore assoluto del quoziente fra due numeri ¢ uguale
al quoziente dei loro valori assoluti

@ || .
e B 6-5
y [yl w3l
6-3. Numeri complessi
In’espressione del tipo
x -+ iy (6-6)

con x e y numeri reali, ¢ ¢ = »\/——1 ¢ detta numero complesso.
"z si chiama la parte reale ¢ y si chiama la parte immaginaria
del numero complesso. I numeri complessi si possono porre in
corrispondenza biunivoca coi punti del piano. z e ¥ sono rispetti-
vamente ascissa ¢ ordinata del punto P (Fig. 6-1) che corrisponde
al numero con}ple;,sg) x - 1y,

Si dehnlh%%iel numero complesso |z + diy| la radice |
quadrata della son dei guadrati delle parti reale e immagi-

naria oy
|z -+ iyl =4/ 2 4 y* . (6-7)

Il modulo é la lunghezza p del segmento OF di Fig. 6-1. L’an-
golo O che il segmento OF forma con 'asse reale & detto 'argo-
“mento del numero complesso. In coordinate polari il numero
complesso si serive:

e [cos O + ¢sen 6]. (6-8)

In forma esponenziale con esponente complesso, lo stesso
numero si serive

o ei. (6-9)
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6-4. Proprieta dei numeri complessi

Dati due numeri complessi 21 = z; + gy — pre1 e zp ==
= a9 |- W2 = pa €2, essi sono uguali se le loro parti reali ¢ le
loro parti immaginarie sono ugnali '

(6-10)

Ty == Tg Y=y,
In termini di modulo e argomento, due numeri complessi sono

SRl ey B .
uguall se sono guall imodut-ese-ph-aroomene differiscono di

Lo oo . - -
un multiplo intero di 2 ¢

P1 = pa. OI_ZOQiszE k=0, 1 2, . (6-1.1)

B

) B_Iie_l somma dj_( umeri complessi & un numero complesso
che ha_come. parte reale_ m

oo la_somma delle parti Toali o come parte
e_a_,_g_lﬂ_arra_ﬂlg,w_sjg_plmi delle parti immaginarie dei due numeri

e —

mim

21t 22 = (@1 + @2) + i (Y1 + ya). (6-12)

La differenza di due numeri complessi ¢ un numero complesso
che ha come parti reale e Immaginaria, rispettivamente la dif.

ferenza delle parti reali ¢ delle parti immaginarie dei due numeri

FL-—ge = (B — @) 4 4 (g — ya).

(6-13)

T B R O DO
S L0 7 - Wiag
e ——

. SO
PROPRIETA DEI NUMERI COMPLESST V7
Il prodotto di due numeri complessi ha come modulo il pro-

dotto dei moduli e come argomento la somma degli argomenti
dei due numeri
By +0y) . ' )
2172 = gipa € = p1pe [cos (B1 - O2) + 4 sen (O1 - 02)]. (6-14)
Il quoziente di due numeri complessi ha come modulo il
quoziente dei moduli e come argomento la differenza degli argo-
menti dei due numeri

I Ly PL [cos (0; — 0u) - i sen (B — 02)]. (6-15)

) o2 p2

La potenza n-csima di un numero complesso ha come modulo
la potenza n-esima del modulo e come argomento n volte largo-
mento del numero che costituisce la base :

n ing

= ot e of [eos n O 4 7 sen w 0]. (6-186)

'E:\..l

sistono_n_radici ennesime del numero_comp lesso 2z . Esse
hanno tutte lo stesso modulo che ¢ la radice ennesima del modulo
o1 di z;, ed banno argomenti dati dalla formula (61 + 2 km)/n

(=01, n——1) essendo Oy Targomento di z; . Cosi:
0y t2hen AR R B
?}\/z_]_ =5 n;\/p_l (ei n ==
# h - 2 k= . b2k
= 1/p1 (('-oﬁ — " - isen _ )
n W
E=0,1, ... n—1 (6-17)
Dalla formula (6-17) segue che 'equazione
z=/x (6-18)

con z reale positivo (01 = 0) ha una radice reale (quella che cor-
risponde a k = 0) e n — 1 radici complesse (quelle che corrispondo-
noak =1.2, ... n—1)sen ¢ dispari, 2 radici reali, una positiva
e una negativa ¢ » — 2 radici complesse. so » & pari.

e
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7. MATRICI, DETERMINANTI,
SISTEMI DI EQUAZIONI DI PRIMO GRADO

7-1. Matrici

Si dice matrice rettangolare una tabella costituita da 7 - n
elementi ordinati in m righe e » colonne. Ogni elemento della
matrice ha due indici, il primo indica la riga e il secondo indica
di appartenenza. Una matrice viene rappresentata

con il simbolo

- T

Um1 Ao Dwnn

_ La matrice (7-
si dice quadrata.

- La somma di due matrici [a] e [6] ¢ una matrice [r] ciascun
jj elemento della quale & la somma degli elementi di [a] ¢ |b] aventi
i gli stessi indici '

L_.___\u‘——/\w__-__-«—__m__ TR
=1 ... m
(omwttn T10)

I prodotto di una matrice [a] per un numero g & una matrice
] = g af clascun elemento della quale si ottiene moltiplicando
per g il corrispondente elemento della matrice [a]

si diee matrice m - n. Se m = n la matrice

t=1...m

baw == gag: . B o= 1
=1...n

(7-3)

___Il_grodotto fra due matrici [a] e [b], [¢c] = [a] - [B] si pud
eseguire satanto se 1l numero delle colonne di [¢] & uguale al
numero delle righe di [6]. Se [¢] ¢ una matrice di m righe e n
colonne e [h] ¢ una matrice di » righe e s colonne. allora la matrice

e S

R s iy

—

e ———

Lot oo i o funle
i (e ((M e .

MATRICI QUADRATE ; )—»
prodotto [¢] avrd m righe ¢ s colonne e il suo generico elemento
e ¢ definito come

" % 5= Lges

Gtk = 2. e beks .

m QR
e=1 kE=1...8 (7-4)

Rebborts (o o0
Se due matrici sono quadrate, oltre al prodotto [a] - [b] si

pud eseguire anche il prodotto [b] [¢]. In generale il prodotto
fra matrici non gode della proprietd commutativa, cioé

(o] - [B] # [8] - [a].

Scambiando fra loro le righe con le colonne di una data matri-
ce [a] si ottiene una nuova matrice che si chiama_trasposta e
si indica con [¢]’. L’elemento generico della matrice trasposta
¢ dato da

(7-5)

T,

.._....a'lu" = Aki . (7-6)
e e

F

7-2. Matrici quadrate

e
Le matrici quadrate costituiscono una categoria di matrici

importante per le applicazioni. Riferendoci appunto da ora in
poi alle sole matrici quadrate, daremo alcune definizioni e pro-
prietd : '
~..Si dice ordine di una matrice il numero di righe (¢ di colonne) () @ P (HE :
di cui & costituita. i -
; . 3 ; ; L GHE

Una matrice si dice nulla [0] se tutti i suoi clementi sono ool

nulli: o M COL‘;L.
=01 .. 0 P Vhex M

ti = () 7-7
ik k=1...n =0 ouavera

Si dice matrice unitd una matrice, [1], i cui elementi sono

tutti nulli, salvo quelll della diagonale princ'pale che valgono 1.

-—'—'—'—_-—_ . o
i = () per @ # k
i == 1 per ¢ =k
Si_chiama diagonale principale quella formata dagli ele-
menti_con indici uguali

Si dice matrice inversa [¢] ! della matrice [a] quella ma-
trice che moltiplicata per [a] da la matrice unita

(7-8)

(7-9)
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MATRICL, DIETERMINANTI, SISTEMI DI EQUAZIONI
/

Una matrice si dice simmetrica se sono uguali gli elementi
simmietrici rispetto alla diagonale principale. ciod se:

(7-10)

si dice_antisim ica se gli elementi simmetrici rispetto alla
diagonale principale sono uguali in valore assoluto ma di segno
contrario

e P e

(o= ] 11

_Gli_clementi della diagonale principale di una matrice anti-

simmetrica_sono_nulli, come segue dalla (7-11).
“Una matrice si dice ortogonale s il prodotto di essa con la
sua trasposta ¢ uguale alla matrice unitd

] - [0} = [a]" - a] = [1]. (7-12)

_.. La traccia di una matrice ¢ la somma di tutti gli clementi

diagonali della Tatrice

(7-13)

7-3. Determinanti

Rttt it

P i b i \ . 3
Si dlce‘kdeterminantg}dx una matrice quadrata di ordine
la somma di tutti i di » _elementi presi in modo tale che
m_ogni prodotto_ci sia un solo elemento per ogni riga ed un solo

elemento per ogni colonna. Ad ogni prodotto si_attribumsee il

segno -+ o — a seconda che le permutazioni dei primi e dei se-

~ “condi indici siano della stessa classe 6 di Glasse opposta (¥).

i
|
|
/

/

/

/

Kig ‘2- ’CE‘:} //’—-:!’1 T

Di uso frequente sono determinanti del secondo o dol terzo
ordine. Il determinante del secondo ordine ¢ dato da

(1-14)

= 1 g — €12 Up -/[
21 Qa3 e

(*) Dati i primi » numeri interi 1, 2, ... n (gli indici degli elementi della
matrice) ¢ presa una qualunque permutazione di essl, si dice che ¢’& uno
spostamento tutte le volte che un numero piit grande precede uno piit
piceolo. La somma di tutti gli spostamenti pud essere pari o dispari. In
corrispondenza si avranno le permutazioni di classe pari e quelle di classe
dispari. Per esempio, per n = 4, 1243 & di classe dispari {uno spostamento),

1423 & di classe pari (due spostamenti).

 h

¢ .
s o {e Vi Al
Linge 9 A = S

{ €2 Colo i,

PROPRIETA DEI DETERMINANTT

Per calcolare il determinante del terzo ordine

3 . M1 a2 )

5 CRLb kL (7-15)

oy 22 fl-st
( 49 d; a3t gz Al

esiste una regola. dovuta a Sarrus, che permette di facilitare il

caleolu: si riportano sotto il determinante le prime due rtghp e

si calcolano i prodotti dei termini appartenenti alla medesima

linea, come indicato nella (7-16). attribuendo il segno_ -+ al pro-
dotto degli elementi che stanno sufla_diagonale principale e sulle
altre-Hnee paraliclo e i Segno — agli altri_prodotti.

[feus teaz ftys

1t (Lo o
b2 22 e (11 (log (b33 —- (2p O3z (13 + O3 (12 (g (7-16)
4, ae

3l 42 3 (31 Gha2 (13 — €11 (g2 tog — @2 (112 G33.

fly” by ey

Pl

In generale il determinante A di una matrice di ordine » si
puo scrivere come

A=y A + an A+ .o @ din (7-17)
oppure i}
A=y Are - o Aoi - ... g A - (7-18)
A & detto 'aggiunto dell'elemento ay ed & dato da
- T
A = {(— l)i""" Afi}c (7-19)

essendo Ay il determinante della matrice di ordine "— I che si
ottiene eliminando dalla matrice originale la riga i-esima e la
colonna k-esima., R

7:4'_B£nge 2 . T

Un determinante & nullo se sono nulli tutti gli elementi di
una sua linea (riga o colonna) oppure se due linee parallele sono

uguati-oeostitiite da elementi proporzionali.
Se nella matrice si scambiano fra loro due linee parallele,

il determinarte cambia segno.

. i it rang,

- S
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Una_matrice si dice simmetrica so sono uguali gli elementi
simnietrici rispetto alla diagonale principale, ciod ge

—,

(’ i = e, | (7-10)

M s —— e,

si dice_antisi ica se gli clementi simmetrici rispetto alla
diagonale principale sono uguali in valore assoluto ma dj Segno

contrario
o=~ -1

Gli elementi della_diagonale rincipale di una matrice anti- ‘

———

sithmetrica_sono_nulli, come segue dalla (7-17).
Una matrice si dice ortogonale se i prodotto di essa con la

sua trasposta ¢ ugunale alla matrice unita

la] - ] = [a]" + [a] = [1]. (7-12)

. la traccia di una matrice ¢ la somma di tutti gli elementi

diagonali della fatitee

(7-13)

7-3. Determinantij

i

__¢elemento per ogni_colonna. Ad ogni prodotto s attribuisce il

RRlUe { 2 m‘} ya

e

Si dice eterminante jdi una matrice quadrata di ordine »
e ST 2k B Pl P T T T o
la sémma di tttti-pr 1 di » elementi presi in modo fale che

n_ogni prodotto _ci sia un solo elemento per ogni riga ed un solo

Segno +4- 0 — a sgeconda che le permutazioni dei primi e dei se-

" eondi indici siano della stessa_classe o di classe omposta (% ;

Di uso frequente sono determinanti del secondo o del terzo
ordine. 11 determinante del secondo. ordine ¢ dato da
w"")‘._»-m"“—“-“\

i e

k11 2 >
= L ey — e ay (7-14)
“__,../-‘-l

(21 @22

(*} Dati i primi » numeri inter 1,2, ... »{gliindici degli elementi della
matrice) e presa una qualungue permutazione di essi, si dice che ¢’¢ uno
spostamento tutte le volte che un numero pitt grande precede uno pilt
piccolo. La somma di tutti gli spostamenti pud essere pari o dispari. In
corrispondenza si avranno le permutazioni di classe pari e quelle di classe
dispari. Per esempio, per n = 4, 1243 ¢ di classe digpari (uno spostamento),
1423 & di classe pari (due spostamenti),

e

~uguati-oTeostituite "da elementi proporzionall

f 4 A
) ooned
LQ%EE 5 /{/ R L8 Al
? K - Colokix
PROPRIETA DEI DETERMINANTI o

Per calcolare il determinante del terzo ordine
% by i @z iy

7 a? o~y 9#”-\’( P

Z ' -

7 e a1 b2z oy ( I-15)

- e
14 “) 31 O3z O3s
v

esiste una regola. dovuta a Sarrus, che permettg di facili‘(jare il
calcolo: si riportano sotto il determinante le prime due 1'1gh_e e
si calcolano 1 prodotti dei termini appartenenti alla medesmfla
linea, come indicato nella (7-16), attribuendo il segno 4 al pro-

> principale e sulle

dotto degli elementi che stanno silla_diagonal ‘

attre~tinee-parallele e il segno — agli altri prodotti.
TTORLT Twe aukera ¢€
Ciewn id mf AL Mk

== U1 Moz th3s -1 oy das Uiy b dsy Q2 Gog — (7-16)

[ bty
b2y thow  flay
TN BT 66:3:;,
i Ty gy

21" rhae Ty

In generale il determinante A di una matrice di ordine » si
pud scrivere come

A == (Lj) Ail "E’ iz AEE + « oo lhin Aiu (7-17}

opplre .
P A = a1; A1; + @ Ao; + oo Gpg Ang . (7-18)
Au ¢ detto aggiunto dell'elemento ay ed & dato da
PR s
Age = (— 1)k Ay, (7-19)

essendo Ay il determinante della matrice di ord.me n #:l che 151
ottiene eliminando dalla matrice originale la riga i-esima e la
colonna L-esima.

7-4. Proprieta dei determinanti

Un determinante & nullo se sono nulli tutti gli elementi di
una sua linea (riga o colonna) oppure se due [inee parallele sono

J

Se nella matrice si scambiano fra loro due linee parallele,

£ il determinaiite cambia Segno.
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i Se si moltiplicano per un numero tutti gli elementi di una
; linea. anche il determinante risulta moltiplicato per lo stesso
numero.
% Se sono nulli tutti gli clementi al di sopra o al di sotto della
L§‘ diagonale principale. il determinante si riduce al prodotto degli
elementi della diagonale principale.
Il determinante di una matrice & uguale a quello della matrice
trasposta. i
Data una matrice di m righe e % colonne. si dice inﬂoﬁ della
matrice di ordine % il determinante della matrice che-s ottiene
togliendo . — k& righe & » — & colonne alla matrice originale.
° ”/9— . e, » . 5 N - -‘g .
La\caratteristicaydi una matrice ¢ l'ordine massimo dei
suol minori non nulli%:
%
A‘-_

%

7-5. Sistemi di equazioni lineari

Un'equazione lineare & un_polinomio, di primo grado nelle
incognite, uguagliato a_zevo-

WXL 1 A2y~ o bk, — b == 0, (7-2(})

c L’equazione (7-20) lincare, ¢ detta omogenea se ¢ assente il
C,‘\(’ & termine b altrimenti ¢ detta non omogenea. U
A

insieme
WV (tpo“ zioni lineari prende il nome di sistema Ji equazioni lineari. 11
€ a sistema ¢ detto omogenco se sono omogénee tutte le equazioni
w

v che lo costituiscono, altrimenti ¢ detto non omogeneo.

| Una volta ordinate le incognite che compaiono nelle diverse
‘ equazioni, il sistema assume un aspetto del tipo:

\ @ T+ 12 Xp L A gy 2 = by
| @21 X1 - ez Te L. b oy X, = by
LR B v v v s S B e e o (7-21)

Am1 X1 + Um2Ze + ... + GmpTn = bm

11 sistema (7-21) & costituito da m equazioni nelle n incognite
L1, ¥ ... Fn . Ol dice soluzione del sistema quell instenme v
lori numerici a;*, we* ... z,* ostituito alle incognite soddisfa
tutte le equazioni del sistema. Si considor anzitutto il caso m = #,

Mﬂ;&kau S %u.aa{‘(

STSTEMI DI EQUAZIONI LINEARL W é

s

quando il numero delle equazioni & uguale al numero dt-zlle in-
cognite, La matrice formata dai coefficienti delle incognite \

a1 1z s ... din
a1 22 (23 ... (op
(7-22)

¢ allora una matrice quadrata.

Se il determinante A della matrice (7-22) ¢ dnerso_da Zero
il sistema si dice m € ¢ [ soiuzione del sistema si ottiene
mediante la seguente

regola di Cramer: un sistema lineare e normale (_A # 01 di
n equazioni in n incognite ha sempre 1111@@_@.9}@___s911;5_19;1§. Essa
¢ data da -

o

g', == ] e a W i (7-23)

e . ;
dove A; ¢ il determinante a matrice che si ottiene g&x}l@ﬂ (7-22)
»% 1o colonna_del termini noti

b della (7-21)].

=S¢ il determinante A della (7-22) ¢ nullo, il sistema pud avere
o pitt di una soluzione oppure nessuna soluzione.

Tornando al caso generale del sistema (7-21), con m # n e

definendo accanto alla matrice del sistema (7-22) la matrice

completa

(7-24)

Am1i @mz ... Gun  Om

che si ottiene aggiungendo alla (7-22) una colonna costituita dai
termini noti. allora le condizioni per Pesistenza di soluzioni del
sistema (7-21) sono date dal seguente

teorema di Capelli: affinché un sistema di m equazioni in n /&
incognite abbia soluzioni & necessario e sufficiente che la matrice
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C .13. matrice completa del sistema abbiano la stessa caratteri-

§t1ca (*). In particolare se la caratteristica delle due matrici |
c.uguale a n (numero delle incognite) il sistema ha una sola solu- ?
zione, se ¢ minore di n, il sistema ha infinite soluzjoni. i

Conabhupdhiey (v mo ot abis) T Lo

(*) Per la definizione di caratteristica di una matrice vedasi il § 7.-4.

8. FUNZIONI

8-1. Grandezza vaﬂgﬁli/_

Dicesi grandezza variabile nna grandezza che pud assumere
valori numerici differenti. L’insieme dei valori numeriei che una
variabile pud assumere si chiama dominio di definizione della
variabile. Se una variabile  pud assumere qualunque valore nu-
merico compreso fra @ e b, esclusi i valori @ e b, si dice che il do-
minio di definizione & l'intervalto aperto (z. b). Se essa puod assu-
mere anche i valori estremi a e b, il suo dominio ¢ I'intervallo chiuso
(e, b) (*). Nel primo caso avremo:

a < x<b, (8-1)

nel secondo:
< ax< b (8-2)

Si definisce intorno del punto ay . lungo l'asse x, ogni inter-
vallo aperto che contenga xp. Si definisce intorno destro di o
ogni intervallo che abbia xy come estremo sinistro:

xo € & < X0+ £ (8-3)

Analogamente si definisce intorno sinistro di o, ogni inter-
vallo che abbia xy come estremo destro:

Top— &< T K Xo. (8-4)

Una variabile z si dice limitata, se esiste un valore costante
L finito, tale che x sia sempre compresa fra — L e L:

=L L% L (8-5)

(*) Vedansi, a questo proposito, le definizioni di insieme chiuso e in-
sieme aperto (§ 4.-5.).

X7
W

N

—
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8-2. Funzioni
e 4
_..-»—-"1. . . . o . . . .

Una variabile y dicesi funzione di una variabile x, quando
ad ogni valore di x corrisponde un valore di y (*). Per esempio
una tabella con due colonne. una per i valori numerici di z e
Paltra per i corrispondenti valori di Y. & un esempio di relazione fun-
zionale fra le due variabili. 11 concetto di fanzione non implica
che la relazione fra x ¢ % possa essere scritta mediante espressioni
matematiche. Il fatto che y sia funzione di = si indica con:

=y o y=f(x), y= @ (x). ece. (8-6)
# ¢ detta variabile indipendente, y variabile dipendente.

Si dice dominio di definizione della variabile x. Iinsieme dei
valori per cui il valore di y & dato dalla legge f(x). Per esempio
il dominio di definizione di z, relativo alla funzione y=1/x &

e i X

—0<r<l e 0<z< + oo, (8-7)
WM'__“‘HM—_—_.I
perché la funzione 1/x non ¢ definita per x = 0.

S

8-3. Funzioni crescenti e decrescenti
Una funzione y = f () si dice crescente so presi due qualungue

valori @1 ed 23 con 2; < s, nel dominio di definizione della va-
riabile x, vale la relazione

S (z1) < f (@), x1 < @ (8-8)
Analogamente, se vale la disuguaglianza opposta
f (@) > f ()

Xy < @ (8-9)

la funzione si dice decrescente. Per esempio la funzione y = 1 /x,

-¢ decrescente, mentre la funzione ¥ = kz®* & decrescente per

z < 0 e crescente per x > 0,

(*) In realtd esistono anche funzioni che ad un valore di & fanno cor-
rispondere pilt valori di .

TUNZIONI ALGEBRICHE T TRASCENDENTI é‘?—

8-4. Funzione di funzione

Se y & una funzione di x. y = [ (%) e x a sua V:’()]f‘.EL e.funzmnc
di un’altra variabile z. x = o (2). allora y ¢ funzione di z:

y=1le )N (8-10)
£ in questo caso si chiama funzione di funzione. Esempio:
y=1jw, x=ke? y=1fk2

AT
8-5. Funzioni elementari
-

L’espressione analitica di una funzione ¢ _la nota-zione- sir-r}-
bolica delle operazioni che devono essere eseguite 3111113,‘ variabile
indipendente, per calcolare la variahile dlper\ldent-e. Se di una fun-
zione & nota espressione analitica. essa pué-essere—rappresentata
in un dia'g_iﬁﬁﬁ@W ‘

Le piticomuni funzioni elementari sono:

e —
la TanZtomepotenza (y — x°). esponenziale (y = «+), la fun-

zione logaritmo. le funzioni trigonometriche dirette (y =
=senx...) e inverse (y = arcsenz. ...).

Pilt in generale si definisce funzione elementare una espres-
sione analitica formata combinando, con costanti, le iunzmnl. ele-
mentari comuni. mediante le operazioni di somma, sottrazione,
moltiplicazione e divisione.

8-6. Funzioni algebriche e trascendenti

Una funzione y = f (@) si dice funzione algebrica se soddisfa
una equazione del tipo:

Go (@) yn + Gh () ym~' 4 ... Gu{x) = 0. (8-11)
dove Gy (x), G1 (®) ... Gn(®) sono polinomi di x.
Per esempio un polinomio

y@) =apx® 4+ ar a1 4 ..., (8-12)

& una funzione algebrica. _ . -
Si dice funzione trascendente ogni funzione non algebrica,

rappresentata da una espressione analitica. Per esempio y = sen z,
i = log . sono funzioni trascendenti.

X
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MASSIMO E MINIMO LIMITE DI UNA SUCCESSIONE

Esempio: la successione {n2} ha come limite -+ co.

_Segue_dalla_definizione che una suceessione mon pud avere
pitt di un limite. —
S e P S

9. SUCCESSIONI

/-—"_WM

9-3. Elemento di accumulazione
_——,""#_7

puss—
T a—.,

9-1. Variabile ordinata
ey,

‘Una, variabile si dice ordinata se si conosce il suo dominio di
definizione e se, per ogni coppia di valori della variabile. si puo
stabilire quale ¢ antecedente e quale conseguente. Se una variabile
¢ ordinata. la successione dei valori che essa assume ¢ numerabile.
vale a dire pud essere posta in corrispondenza con la serie doi
numeri interi. 8i chiama successione e si indica con {a,;} I'insieme
dei valori che la variabile ordinata pud assumere. j

9-2. Limite di una successione

‘ fSl 'dlee che una successione {n',,-.} ha,-cmne. limite [ se. comunque
SL IS8 un numero positivo z. arbitrariamente piccolo, ¢ possibile
determinare un intero » tale che per ogni 4 > n risulti

e —1| < =. (9-1)

T . ) WO 0
I essenziale nella definizione di limite il fatto che ¢ sia arbi-
trariamente piccolo.

Esempi
1) La successione 1. 1/2, 1/3. ... I /n ha come limite zero.

'2-) La successione {(— 1)} non ha limite perché i suoi
termini assumono alternativamente i valori +1 e —1.
Si dice che una successione {a:} ha per limite -+ oo (— o)
se comunque grande si fissi un numero positivo L. esiste un cor-
rispondente numero intero » tale che per ogni ¢ >

a; > L (e < — L), (9-2)

-

Si dice che [ ¢ un elemento di accumulazione di una successione
{a:} costituita di elementi fra loro distinti, se. comunque si fissi
un numero positivo g, arbitrariamente piccolo. nell'intervallo
I— =z 1+ ¢ cadono sempre elementi della successione. E chiaro
che nel suddetto intervallo cadono infiniti elementi della succes-
sione; se cid non fosse sarebbe possibile determinare un valore
di = tale che nell'intervallo [ — ¢, I - = non cada alcun elemento
della successione. Valgono le seguenti proprieta

1) Una successione pud avere pitt di un elemento di aceu-
mulazione.

2) Se una successione ha un solo elemento di accumulazione,
questo ¢ anche il limite della successione.

3) Se una successione ha pit di un elemento di accumula-
zione, essa non ha limite.

9-4, Massimo e minimo limite di una successione

Se una successione {a;:} non ¢ limitata superiormente. si dice
che ha massimo limite - o0. Se invece ¢ limitata, si consideri
per ogni valore k, 'insieme dei numeri reali as . @r41 . ... eside-
finisca con by U'estremo superiore di detto insieme(*). Al variare del-
Vindice % si ottiene una successione {b:} di estremi superiori.
11 limite di questa successione si chiama massimo limite di
{(.L;}.

Analogamente si procede per la definizione di minimo limite
di {a;}. Hsso ¢ il limite della successione degli estremi inferiori
degli insiemi di numeri reali ar, ars

Se il massimo limite e il minimo limite di una successione
coincidono, il loro comune valore ¢ il limite della successione.

(*) L'estremo superiore b ¢ tale che ogni ap & minore di esso ¢ che
comuncue si fissi & > 0 esiste almeno un ag mageiore di bp - £,
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10. LIMITI
i

10-1. Limite di una funzione
—

Se una funzione y = f (x) & definita in un intorno di z — 0 ,
si dice che il limite di f(z) per x che tende a xp & [, se, fissato un
numero & > 0. comungue piccolo, & possibile trovare un 8 > 0,
tale che per ogni valore di x # 2, appartenente al dominio di
definizione della variabile e per cui

o — 0| < 8 (10-1)
vale la disuguaglianza
|f (@) —1] < = (10-2)

Il fatto che per  che tende a o . il limite di f (x) sia L. si indica
con

(10-3)

o’

Non occorre che la funzione sia definita nel punto g, perché

| la condizione (10-2) deve essere soddisfatta da tutti i valori di
z che soddisfano la disuguaglianza (10-1) escluso il valore .
Sostituendo alla (10-1) la condizione ay < % < 2y - 3 (w0 —

— 8 < @ < x) si definisce il limite destro (sinistro) e si serive:

Iim f(x) =1 (im  f{x) =1). (10-4)
Toxg b 72y -

I due limiti destro e sinistro se esistono entrambi POSSONO es-
sere uguali o diversi. Nel primo caso esiste il limite per z— = .
nel secondo caso no. Viceversa se esiste il limite. allora esistono
anche i limiti destro ¢ sinistro e sono fra loro uguali.

g

R R SRR

LIMITE DI UNA FUNZIONE g £

Si dice che il limite di f (x) ¢ ! quando x—> 4 o (¥—>— @)

lim f(z) =1 (lim f (x) = 1), (10-5)

F Sl B sl I-=0

se fissato un numero ¢ > 0, comunque piccolo, & possibile deter-
minare un numero M > 0 tale che per ogni valore di x

x> M (x < — M) (10-6)

sia
|f(x)—1] < = (10-7)
Analogamente si dice che il limite di f(x) & - w_(— o0)
guando x tende a w , se comungque si fissi M > 0, arbitrariamente

grande, & possibile determinare un 3 tale che per ogni z, escluso
il valore di @ = ., per cui

|# — x| < 8 (10-8)
vale la disuguaglianza
x> M (x < — M) (10-9)

Infine si dice che il limite di f(x) & 4+ o (— w),\qua.nc.lolm
tende a - co (— o0), se comunque si fissi un M > 0 & possibile
determinare un N > 0, tale che per ogni

x> N (x < —N) (10-10)

valga la diseguaglianza

f@>M  (f@) < —M). (10-11)
Nella tabella 10-1 sono raggruppate le diverse definizioni di

limite precedentemente date. ‘
Non sempre esiste il limite di una funzione quando la varia-

bile indipendente tende ad un certo valore. Per esempio lim sen
: -

non esiste, in quanto al variare di z, la funzione sen x oscilla con-
tinuamente tra -4+ 1 e — L.
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T{'LBEL:LA- IQ-I. Condizioni cui devono soddisfare z ¢ f (x) perché
esista il limite. Esse devono valere comungue siono scelti ¢ valori z e I,

bm f (z) == |

o | |t —a| < § [f(z)—1] < ¢
II.E'm* Jx) =1 L @< @< 204 B f(x)—1 < =
gt |
?hin flx) =1 I‘ To—8 < @< ay [/ (x) —1] < ¢
' J
|

lim f(2) = 4 oo
Y

|

]
|
[ —a| < 8 ll flx) > |L]
f
|
|
r
j

i]Iil J®) = — 0o | lx—ao] < 3 Jx) < —|L|
2y i
|
,,;Ius]:}x}j () =1 ! x> || ! (fxy—1I) < ¢
,Ii’f;f () == { F < — | M| ’ @) —1 < =
lmf@ =400 | 2> | f@ > 11
Imfw=to | e<—pu | e
m].ir:gf () = — oo lf x> | M| Jl f(x) < —|L]
Cdim fa) = — oo ’ r < —|M| | : —
 Jim | [ < —|L
| |
10-2. Teoremi sui limiti N

L

i

e

ml

)

lml (@) + fo (@) + ... fa (2)] = lim fi (z) + lim fs (=) +

T

+ ... l.i_mfn {x) {10-12)

2) 1l limite del Pj_(}ili)ﬁl‘wgw di pit funzioni ¢ uguale al prodotto

~dei L e ————
!jg: @) fa@) oo« fu ()] = lim fi (z)] « |lim fo (2)] ...

oo flim fo @) (10-13)

1) 11 limite della somma di pit ioni & ugy :
) di piit funzl_oili _F;_l_l_g_ug_lg_,gailla._ﬁgmur‘n_i )

el
INFINITESIMI J) 3

: limit, uoziente di due funzioni e_}x_gualg-a,l.,q@“
7:}_@_[_1‘@'_@'_'@2]' limiti, se il limite del denominatore & diverso da zero
lim fi (=)
x -
lim (f‘ (z) ) o, T . (10-14)
as N\ fo () lim f5 (z)

4) Teorema delle tre funzioni. Se le funzioni ¢ (x). [ ()
e y (%) sono Tlegate dalla relaZione

¢ () < f(2) < ¢ (@) (10-15)

e se per x->u, ¢ (z) e ¥ (z) hanno lo stesso limite 7, allora la fun-
zioné f(z) tende allo stesso limite 1 per x—>a.

10-3. Inﬁnitesimi

Data una funzione { (x), si dice che ¢ infinitesima per z—> o,
se lim f (z) = 0.

z-ry

Per il confronto tra infinitesimi ¢ importante la definizione di
ordine di infinitesimo. vy (x) e B (x) infinitesimi per x—»o, si
dicono infinitesimi dello stesso ordine. se il rapporto v (®)/B (x)
tonde ad un numero finito, diverso da zero, quando a — q.

Se il limite del rapporto vy (2)/f (x) tra due infinitesimi &
Zero per x—-a, v () ¢ infinitesimo di ordine superiore a quello
di @; y x) ¢ infinitesimo di ordine » rispetto a B se

P .2 I
11”},1 B () o] (10-16)
con ! finito diverso da zevo.

Valgono per gli infinitesimi le seguenti proprieta :

1) Se una funzione y = f (x) nelle vicinanze di & = o, puod

essere scritta
by (@) (10-17)

con k costante e v (z) infinitesimo per w—>a«, allora il limite
di f(x) per z—>u ¢ k. Viceversa se il limite per z—>o & k. la fun-
zione puod essere seritta, vicino ad e« nella forma (10-17).
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2) Se v (x) ¢ infinitesimo per x—- g, allora

lim
£y

@]

= 00 10-18

-\r (ﬂ’:) ( )
. 3) Nel calcolare il limite del rapporto di due infinitesimi,

& clascuno degli infinitesimi si possono sempre aggiungere o to-

gliere infinitesimi di ordine superiore.

10-4. Alcuni limiti notevoli
w

a) Il Iinol (sen z/x) non pud essere calcolato applicando la
o yt

(10-14) perche il limite del denominatore ¢ zero.
Come mostrato in Fig. 10-1, per il caso x > 0,

sen ¥ < x < tang @ per x> 0
senzx > x > tang e
§ ang « per x < 0.
Fig. 10.1.
Dividendo le (10-19) per senz si ottiene
1< d < :
' sen x Tcosz (10-20)

e valutando i reciproci dei termini che compaiono nella (10-20)

| Senz
p > COS 2. (10-21)

Siccome il limite di cosx per z—>0 ¢ 1. per il teorema delle
tre funzioni (10-15), lim di sen x/x per z—>0, & 1.

b) fim (1 N 5 ol (10-22)

£ -

FUNZIONTI CONTINUE f?f/?

¢ ¢ un numero irrazionale il cui valore numerico approssimato
per difetto, alla quinta cifra decimale ¢

¢ = 2,71828 (10-23)

Esso & usato come base dei logaritmi naturali.

10-5. Funzioni continue

Una funzione y = f(z) dicesi continua nel punto ao se

lim J (2) = f (x0). (10-24)

LT
0

dicesi continua in tutto un intervallo se ¢ continua in tutti i punti
dell’intervallo. Funzioni continue sono, per esempio, y = 22,
y =senx, ¥ = cosx. La funzione y = 1/ non ¢& continua nel
punto z = 0 perché in quel punto non & definita. Inoltre non
esiste il lim 1/x, ma esistono i limiti destro e sinistro per z—-0,

z 0
che valgono

1 1
lim — = 4 o lim —— = — oo. (10-25)

z-0+ X - z-0— &L

Una funzieme y = f(x) non continua nel punto x. si dice
discontinua nel punto xy . Si distinguono due tipi di discontinuita,
di prima specie e di seconda specie. Una funzione ¢ discontinua
di prima specie nel punto ag se il limite destro e il limite sinistro
della funzione, per z—>ao, sono diversi. Se almeno uno dei due
limiti, destro o sinistro, non esiste, la funzione & discontinua di
seconda specie.

Se y = f (x) & continua nell’intervallo chiuso (¢, b) e m & un
numero qualungue purché compreso fra f (a) e f (b), esiste almeno
un punto z dell’intervallo (a, b) in cui f(x) assume il valore m.

Dai teoremi sui limiti e dalla definizione di continuitd segue
che la somma, il prodotto e il quoziente di funzioni continue nel
punto @, sono ancora funzioni continue in quel punto, purche,
nel caso del quoziente, il denominatore non sia nullo per x = o .
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11-2. Derivata

Se esiste finito il limite del rapporto incrementale per b — 0,
questo ¢ detto derivata della funzione f (z) nel punto z . La deri-
. vata della funzione y == f (x) si indica con una delle seguenti nota-
11. DERIVATE zioni: y'. dy/dz, df/dz. .
' Geometricamente (Fig. 11-1), per A—0, B— 4. e quindi la &% 542

M_.__..Mwn_ 4
secante AB tende alla tangente geometrica alla curva y = f(x),
nel punto ay . Il significato geometr] lla_derivata & guello di g
_tangente trigonometrica, dell’angolo che la tangente geometrica ; Qﬂ
11-1. Rapporto incrementale alla curva, nel punto zy ., forma con l'asse z. "@' .

Se in un punto non esiste il limite del rapporto incrementale — Q@ ‘2
o

Si definisce rapporto incrementale di una funzione reale y — per h—0. ma esistono i limiti per A—-0+ e per h—>0—, questi ,
= f(x) nel punto wy, il rapporto R fra I'incremento della y e vengono chiamati derivata destra e derivata sinistra, rispettiva- V(A,U‘.KJ
quello della @, quando la z viene aumentata o diminuita di una : mente. Per esempio la funzione y = |z| (Fig. 11-2), nel punto E’ i 7
certa quantitd k, a partire da ao: _ x = 0, ba derivata destra uguale a + 1 e derivata sinistra uguale (;L &
 eperth SR o ’ \{MS‘(

. floy +h)—f (@0)
i R = R — 7 ] I (11-1) | y

Il rapporto incrementale si indica con la notazione Af/Az.
Hsso ha la seguente interpretazione geometrica : rappresonta T
tangen onometrica dellangolo formato c¢on lasse z dal
segmento AB (Fig. 11-1) che ha come estremi i punti A - (o,
f(2o)] e B = [+ k. f(x0+ h)].

S" ? Fig. 11-2.
\bk | -
e :

Teorema: Se una funzione &
continua in quel punto.
‘q—-—.._.,.,,_—--——-—-_-"___"—-—

ile in un punto, essa &

Non ¢ vero il viceversa, cioé non & detto che una funzione
continua in un punto, sia anche derivabile in quel punto. Per
esempio, la funzione y = |#| (Fig. 11-2) & continua nel punto
x = 0, ma non & derivabile in quel punto.

11-3. Calcolo delle derivate

Per caleolare la derivata di una funzione y = f (), in un punto,
si applica la definizione. Per esempio, sia y = 22 la funzione da




@\A > La derivata di 22 ¢ dunque 2 2.

2

17 g DERIVATE

derivare, nel punto 2. Allora il rapporto incrementale

T 4 k)2 — 22
vale
2%+ 2 ha - b2 — 2 2 ha 4+ h?
k= % & }j =2z +h (11-3)
e
lim (22 + h) = 2a. (11-4)
B30

Per il calcolo delle derivate valgono inoltre le seguenti regole :

1} La_derivata di una costante & zero.

o 2) La derivata della somma di un numero finito di termini
¢ uguale alla somma delle derivate.

(3)) IE derivata del prodotto di due funzioni y (z) = f () -
s (x) &
Yy @) =[ @) - @)+flx)- o (¥) (11-5)

4) La derivata del quoziente di due funzioni y (z) =
= f(x) /¢ (x) &
y (@) = L @) @(w):.f'(x) * 9 ()
¢? ()
_5) Funzioni composte. Se y ¢ funzione di z tramite la
fun_mone z2ly=F@;z=0@)] y=F [ ()], la derivata di
Y mispetto a z & uguale al prodotto della derivata di y rispetto a
z, per la derivata di z rispetto a 2

(11-6)

dy dy dz
de  dz  dy dl=r)

~ 6) Funzioni inverse. Se = = o (y) ¢ la funzione inversa
di y = f(x) (*), allora

@' (y) = s (11-8)
I ()

‘(*) Se la funzione y = f (z) & crescente (o decrescente) e continua in
un mte_rval].o (@, b), e se ¢ = f(a) e d = f(b), allora la funzione inversa
& definita e continua nell’intervallo (c, d).

DIFFERENZIALL g Cf

7) Se y & una funzione composta esponenziale di z, cio¢
se y = « (x)#@ dove sia la base x che I'esponente B, sono funzioni
di 2. la derivata di y rispetto ad x ¢ data da:

dy do dp
L #-1 i LT . 0
ool S U s s k= loge o (11-9)

Nella tabella 11-1 sono riportate le derivate di un certo nu-
mero di funzioni di uso frequente.

11-4. Derivate di ordine superiore al primo

Se y = f(x) ¢ una funzione derivabile in un certo intervallo
(a. ), la derivata y" = f' () ¢ anch’essa in generale una funzione
di z. Se essa & derivabile, la sua derivata si dice derivata seconda
di f(z) e si indica con f'' (z), f® (z) o d2f/dx2.

Per il calcolo della derivata di ordine n del prodotto di due
funzioni y = f () - ¢ (), vale la formula di Leibniz

y» = [f@) - @ @] = (5 )0 o + (]) o 900 +

4 (:,)7( @), (11-10)

11-5. Differenziali

Se una funzione y = f{z) & derivabile, il suo rapporto incre-
mentale Ay /Az pud essere uguagliato alla derivata pilt un termine
B infinitesimo per Az—-0.

Ay :
L?}?.:{('r)'%ﬁ,—j (11-11)

dalla quale si ottiene
L Ay =f @ As+ Az | (11-12)
Nl

La prima delle due parti di cui & costituito Ay ¢ detta diffe-
renziale della funzione ¥ e indicata con dy

dy = f' (z) Ax. (11-13)
T
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¢ . .
Taverna 11-1. dlcune derivate di uso frequente.

y = [ {(z} ' 5
dx
k (= costante) 0
e e | 1 1
xn ’ﬂ = —1 yﬂ—;—- ‘nn_——ly *':'——x?a-
n reale ? 1 _ naht I ]
sen x cos 2 \/x
eosd — sen x
tang x __,1
cos? x
cotang x == __I___
sen? x
aresen 1 —
S
arcos x e __L I
24 1 — =
arctang x L
14 22
arcotang x s __.__1
v ] + x3
ar a* log, a
1
log, = | = log, e
log, = A
8.t ey e—.l.' T
sen b x = 3 coshx
‘ er - g%
cos b x = S sen b x
tang h x = senhz I
cos h cos h? x o
cotang i & = —Coj-k—x— S
: sen bz i sen A2 x

Y PR WA s e A A
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Siccome per la variabile indipendente, il differenziale coincide
con Pincremento Az = dz.

dy = [ (x) dw. (11-14)

Confrontando (11-12) e (11-13) si vede che la differenza fra
inecremento e differenziale della variabile dipendente y tende a
zero al tendere a zero di Az. Questo & il motivo per cui spesso nei
problemi all'incremento Ay si sostituisce il differenziale dy. L'ap-
prossimazione ¢ tanto migliore quanto pitt Az si avvicina a zero.

Per il caleolo dei differenziali. valgono le seguenti regole:

a) il differenziale della somma di due funzioni y = f (x) -+
+ @ (x) ¢ uguale alla somma dei differenziali

dy = df -+ deg. (11-15)

b) 1l differenziale del prodotto di due funzioni y = f (=)
« g (x) &

dy = @ df + fd . (11-16)
¢) 1l differenziale del quoziente di due funzioni y = f (x) /p ()
&
dy= 2Y T8, (11-17)
¢

La (11-14) ¢ un caso particolare per n = 1 della espressione
pilt generale del differenziale di ordine »

dry = [ (x) « dan. (11-18)

11- i sulle derivate=
eorema di nge: se una funzione y = f(x) ¢ con-
tinua nell'intervallo chiuso {a. b) e derivabile in ogni suv punto

interno, allora esiste almeno un punto z interno ad (@, b) in cui

pa=LO=1@ (b;:ﬁ(“) . (11-19)

5

1l significato geometrico del teorema ¢ il seguente: esiste al:

A gttt A StGalEUAT 2

s o LRl

y = [ (x) & parallela al segmento AB (Fig. 11-3).

%

meno un punto fra @ e b in cui la tangente alla curva di gm
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Fig. 11-3.

Teorema di Capchy: se ¥ = f(x) e ¥y = g (x) sono due fun-
zion1 continue nellintervallo chiuso (2, b) e derivabili in ogni
pu’r}to interno, e se g’ (z) non si annulla in alcun punto interno
?.ll 1nt:31‘va,llo, allora esiste almeno un punto z interno ad (@. b)
in cui ¢ ‘

fO —f@) @)
g (b) — g (a) ¢ (@)

'I“eo‘rema ‘di de IHospital: se y = [ (2) ¢ y = ¢ {2) sono due
funzioni continue nell’intervallo chiuso (¢, b) e derivabili, che
per a;:_—a-x tendono entrambe a zero o all'infinito, se esiste il

!
lim ,( ) . allora anche il rapporto S tende allo stesso li-
o3 7 () g (x

mite per z—>z

lim J () == lim [
() (:

— . - 5 ’
ez 9 e 0z

) .
- (11-21)

C,fumf,? esempio di applicazione del teorema di de I'Hospital si
consideri il lim sen « /x. In questo caso f (z) = sen z o g (x) ==,

. - - -0 . .
le cui derivate sono rispettivamente cos z e 1. Quindi " (x) /g’ (z) =

=cosz e limcos z = 1, Allora anche lim sen xfr=1.
-0 -0

6 S

12, STUDIO DELLE FUNZIONI

P e

12-1. Massimi e minimi relativi

~farderivatadi tina funzione y == f (z), derivabile nell'intervallo

(@, b), deserive il comportamento (crescente o decrescente) della
funzioneMa & positiva la funzione & crescente, se.lo—
derivata ¢ i e_decresc a funzione rap-
presentata in Fig. 12-1 ¢ crescente nei tratti ¢d, eb ¢ decrescente
nei tratti e¢, de. Nei punti ¢ ed e la funzione rappresentata in
Fig. 12-1 possiede un minimo relativo e nel punto d, un massimo
relativo.

i
I
I
!
|
|
!
1
|
]

A leecessreeaemesnge
|

d

]

ig. 12-1.

Si dice che una funzione y = f () ha un massimo relativo in
un punto z, se

J@) > f(x + Az) (12-1)
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comungue piccolo sia stato scelto I'incremento Az, Analogamente
si dice che una funzione y = f(z) ha un minimo relativo in un
punto x. se

J(@) < [(x £ Az) (12-2)

comunque piceolo sia stato seelto I'incremento Az. Se una funzione
¢ derivabile nel punto z in cui ha un massimo o un minimo relativo,
la sua derivata in quel punto & zero. Cosi per la ricerca dei massimi
e dei minimi relativi si procede come segue: si cercano i punti z
in cui si annulla la derivata prima e quelli in cui la derivata prima
non esiste, ¢ si analizza il segno della derivata nei punti a sinistra
e a destra di . Se la derivata cambia segno passando da sinistra
a destra di x, allora in z la funzione ha un massimo o un minimo
relativo. In particolare se

]|

Sz <0 er x <
I (12-3)
J'(x) > 0 per @ > w
la funzione ha un minimo relativo in z; se
"(x) > 0O or x < x
e : (12-4)
J(®) < 0 per & > x

la funzione ha un massimo relativo in zg,

Se il punto #; candidato a massimo o a minimo & un punto in
cui si annulla la derivata prima, e se la derivata prima ¢ una fun-
zione degvabile, il segno della derivata seconda nel punto
puo essere usato per decidere se si tratta di un massimo o di un
minimo. Se

I (@) > 0 z; ¢ un minimo
(12-5)

P r @[) 210 z; & un massimo.

Se f'" (x) = 0. occorre esaminare le derivate di ordine succes-
sivo (ammesso che esistano) nel punto z. In particolare se

J@ = [ ) = L= fon (7) = 0, (12-6)

CONVESSITA DELLE CURVE é&

e fortl) () # 0 & la prima derivata. di ordine n -}- 1. che non si
annulla nel punto z, allora si hanno le seguenti possibilita

e @) > 0 x minimo
% - 1 pari S B _
'f(’**ll () < 0 T massimo (12-7)
# - 1 dispari z flesso

12-2. Convessita delle curve

La curva rappresentativa di una funzione y = f(x) si dice
convessa quando la sua convessitd & rivolta nella direzione po-
sitiva dell’asse y (Ifig. 12-2, tratto ac), si dice concava se la sua

oCb—————

concavitd & rivolta nella direzione positiva dell’asse y (Fig. 12-2,
tratto ¢b). Il segno della derivata seconda & legato alla convessita
e alla concavita della curva. In particolare si ha

Sy <0 curva convessa

12-8
S ey > 0 CuUrva concava, ( )

 Si chiamh ﬂesisa punto che separa la parte convessa da quella

coficava di una-cmva continua (ES. punto ¢ in Fig, 12°25—

C: FLEgﬁ’"o
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I flessi devono essere ricercati fra i punti in cui la derivata
seconda si annulla, f'' (z) = 0, oppure non esiste.

. 12-3. Asintoti

Si dice che una curva, di equazione y = [ (x), ha per asintoto
una retta, quando il limite della distanza PH dalla retta di un
punto P della curva, & zero al tendere di  a un valore z finito,
oppure a + oo, '

@} im PH ==
e (12-9)
b) lim PH = 0.

Z-rdo0

Trattiamo separatamente i due casi:

@) in questo caso l'asintoto ¢ una retta parallela all’asse y
e il lim f(x) = + oo, In generale si dovranno considerare se.

T=x
paratamente il limite destro e il limite sinistro. Per esempio consi-
derando la funzione y = 1 /(z— 2) definita da — 00 a + o, escluso

=2 gi ha .
lim (“““t—‘) == oD
a2k N L2

T )— o0
T3~ Z-——2 o

(12.10)

La retta 2 = 2 & un asintoto. Come si vede dalla F ig. 12-3,
quando z—-2 la distanza PH tende a zero.

A

b) In questo caso L'asintoto non & parallelo all’asse v e Ia
sua equazione generale ¢

Y =mr -+ n (12-11)
Perché la retta (12-11) sia un asintoto della funzione f (x)
dovra verificarsi la condizione

lim [mz + n— f ()] =0 (12-12)

T4

dalla quale si ottengono

m = lim li‘_'c“)%
=+ a ) .
n o= lim [f () — ma]. (12-13)

T 40

+/

SVILUPPO IN SERIE

vy

Rig. 12-3. — Grafico della funzione y = 1/(z - 2).

Applicando la (12-13) alla funzione y = 1/(z — 2), si trova

“__m_l 0 ) li ! 0
1 = lim = == Mg = 11m T
= & —2) w7 (& —2) (1214)
ny = lim (y) =0 g = J}Ii (y) =20

[
e quindi la curva ha come asintoto Passe delle = {y = 0) sia per
x == -+ 00, che per x—— o0.

12-4. Sviluppo in serie

Se y = f (%) ¢ una funzione derivabile in un intr:)rno .del punto
¥, ¢ se esistono le derivate successive fino a quella di ordl-ne n -+ 1,
sempre nello stesso intorno, la funzione si pué approssimare con

i io di = incide con la .
un polinomio di grado =, 'chc ‘nel punto‘ =z coineic : ‘
funzione. Lo sviluppo (serie di Taylor) ¢ dato da S mg 2l

e — U

— x—x , — x—xp -
f@) = flz)+ —-ﬁ—*f () + A“é*!*mf () +
: (T_ﬂ”_ ) (o 12-15)
Foo B e @)
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11 resto R, cioé la differenza fra i due membri di sinistra e di Altri esempi notevoli della serie di Mac Laurin sono quelli che
destra della (12-15) ¢ dato da i si riferiscono alle funzioni trigonometriche seno e coseno
S o + e 3 xd xh NI
r.m{_?;_xT)T';_f'(nq—1> (x*) (12-16) i sen x xm";r+?-+ Tsen———
N = | B b : 3
ok - i . (12-22)
dove la derivata di ordine # 4 1 & caleolata in un punto 2* com- R = g T (5 + (n 4 1) T)
preso fra x e x.
Un caso particolare della formula di Taylor ¢ dato dalla for- e g 22 x n P e ( T
mula di Mac Laurin che si ottiene ponendo z = 0 nelle (12-15) : Gog s = L=t g e 2
e (12-16): (12-23)
( ) xn+l 1 T
. x x2 zn - (n -+ IT!M £ (E’; + i) 2 )’
J@O=fO) + 57O + 50+ ... =i (U
' - ’ (12_17) con 0 < E < .
If . xrtl ) »
= W? (x*)

Come esempio di applicazione della (12-17) si consideri il
calcolo di e. La funzione y = e* sviluppata in serie di Mac Laurin, :
essendo f' = f'" = ... f™ = e, f'(0) ="' (0) = fo (0) = 1. da: ’

a2 a3 xn {
31 ol

(12-18)

Ponendo x == 1 si ottiene quindi

1
7!

1
6:1-1'--1"}4*9-—!——}—...

12-19
g (12-19)

STl

€.

Prendendo per esempio n = 10, si ottiene

e = 2,7182818 (12-20)

con un errore massimo dato da B < 0.00000006 pari quindi al i
6 - 10-5, (12-21) |
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13-1. Polinomi

Si chiama polinomio di ordine » della variabile x. 'espressione

J{x)=apa® + agxnl -} ... - tn (13-1)

dove #n (ordine del polinomio) & un_numero intero e i coefficienti

ay, @1 ... dy Sono costantl reali o complesse.

Dividendo un polinomio f(z) di ordine = per il mononio
(x — a) si ottiene come quoziente un polinonio fi (z) di ordine
n—1 e come resto [ (a)

e —— =T
T (@) = (@—a)fi @) + f (). (13-2)

Segue dalla (13-2) che se f («) = 0 il polinomio f (z) ¢ divisibile
esattamente per (x — a).

Si chiamano radici di un polinomio i valori (reali o complessi)
della variabile  per i quali si annulla il polinomio.

13-2. Equazioni iche

Diconsi equazioni algebriche le equazioni del tipo

[ e — S

fla)=0 (13-3)

—
dove f(z) ¢ un polinomio di ordine %. Le radici dell’equazione
algebrica coincidono, per definizione. con quelle del polinomio
I ().

Vale per le equazioni algebriche il teorema fondamentale
dell’algebra : Ogni equazione algebrica ha almeno una radice
reale o complessa,

FRAZIONI RAZIONALI %ﬁ

Dal teorema fondamentale dell’algebra segue che ogni poli-
nomio del tipo (13-1) pud essere scritto nella forma

J@)=a@—o)(r—o2) ... (®— o), (13-4)

ve ag ¢ il coefficiente di x* nella (13-1) e o1, a3, ... oy sono le

radicl del polimomio.
La (13-4) significa che un polinomio di grado » ha n radici
(reali o complesse). Se alcune di queste radici sono uguali:

f@) =an(e—oa)t (@—a)? ... (@—a)T  (13-5)

con
R LS (13-6)
ky, ka. ... kysi dicono le molteplicita delle radici or . ots ... o .

13-3. Polinomi a coefficienti reali

Se i coefficienti a; ., ¢s . .. @y sono numeri reali e se il polinomio
ha una radice complessa o; = m -+ tn, allora ha come radice
anche la complessa coniugata o; = m — in. Ne segue che un po-
linomio a coefficienti reali non pud avere un numero dispari di
radici complesse.

13-4. Frazioni razionali

Si dicono frazioni razionali quelle che possono essere espresse
come quozienti di due polinomi:

f) AjamoAf dyantd .. 4 Adw
g(x)  Boar -+ Biavl 4 ...+ By

F(z) = (13-7)

La frazione si dice regolare se m < n altrimenti si dice irrego-
lare. Una frazione razionale irregolare si pud sempre trasformare
nella somma di un polinomio e di una frazione regolare.

Considerata una frazione regolare (13-7) (m < n) siano o,
o2, ... or le radici reali del polinomio ¢ (x) e k1, k2. ... &y le
loro molteplicitd, siano inoltre B1, B2 ... Bs le radici complesse,
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Br. Bz ... Bs le relative complesse coniugate e hy, hy ... ks lo

relative molteplicitd, Allora

R

. (2 — oc,-)kr (2 — {31)!11 (z— Bl) LN
(2 — B, (13-8)

g () = Bo(x—m)i..

Tenuto conto che
{(x— By (x — E; =22 + bix 4 ¢ . (13-9)

dove i coefficienti b;, ¢; del trinomio % + bz -+ ¢;, sono reali,
la (13-8) pud scriversi

g (x) = By (x — ml)kl coe (B— ocr)kf (2 4 bz -+ c;,)kl

(@2 by A+ cp)n. (13-10)
Cio premesso la (13-7) pud essere messa nella forma
o y op
F (x) = © = + ('2 ol o . T |
(® — e}t (@ — o)1 T
D D Dy,
A - o g gk;i'“+'--—— a““F---
(2 — ag) 2 (T~ o2) 2 H =02
B - F Eyx -+ F
i 1%+ £ M 2 A -k_l o
(22 + by - ¢) 2 (22 + by a + ¢1) 1
E'ﬂl x + Fh.l
=+ + e (13-11)

(@2 + by + o)

I coefficienti Cy , Cs, ... Dy, Dy, .. . possono essere determi-
nati riducendo allo stesso denomm&tme Ie frazioni e uguagliando
i coefficienti delle potenze di z, del numeratore cosi ottenuto,
agli analoghi coefficienti del numeratore di I' (x).

13-5. Formula di Lagrange

Se sono noti i valori che una funzione y = F (z) assume in
%+ 1 punti xo, @1, ..., 2x, & possibile interpolare la funzione

LAGRA [ 4t

‘F‘iﬁ ol WA € Rlvoeesa
| %&W{ \/%” (Coltiks & Taply

[ttt e

POLINOMI DI BERNSTEIN 7;',?
mediante un polinomio di ordine ». Detti yo, y1 ... ¥u i valori
che la funzione y = F (x) assume nei punti @0, 21 ... @, il po-

linomio interpolatore ¢ dato da

(:E — xﬂ)
(20 — xn)

(x —w1) (g —x2) ...
(w0 — x1) (0 — @2 . ..

P (x) = vo +

(x — o) (x—a2) ... (* — x4)

T ¥+

(x1 — @) (21 — ) ... (@1 — @0)
. (x—x0) ... (2 — Tp-1) g
8§ (Zn — o) ... (Tn — Ta-1) i (348)

La formula di Lagrange, come si verifica immediatamente ¢
tale che nei punti @o , 1 ... Zn. P assime | m‘
ma al difuorl di quebb: punti non da alecuna garanzia sul Tatto
che P (x) approssimi F (x).
L

13-6. Polinomi di Bernstein

La possibilita di approssimare mediante un polinomio una

funzione y = F (z) ¢ dimostrata dal Teorema di Weierstrass:
Data una funzione y = F (x) conti nell’intervallo (2, b) co-
mungue si scelga un = positivo, esiste un polinomio P (x) tale
che in ogni punto dell’intervallo (@, b) sia soddisfatta la relazione

|F (2) — P (2)] < = (13-13)

Questa condizione ¢ soddisfatta dai polinomi di Bernstein:

" | b =
By (2) = > n——‘F@'F‘m* n”’).

wm=o m! ( ”7) !

r—a ) (l rT—a )”‘m
( b—a b—a '
Per ogni ¢ comunque piccolo si pud infatti determinare un f

valore di n, tale che il corrisponde B, (x) approssimi la F () su\
tutto l'intervallo {a, b) a meno di e.

(13-14)

S
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14. FUNZIONI DI PIU VARIABILI
—_-_—-_—-h_—-——'——-———-—u—h-—'--'-_ B Y

14-1. Funzioni e domini di definizione

La definizione data al paragrafo 8-2 di funzioni di una sola
variabile pud essere generalizzata per definire funzioni di pitt
variabili. |

Una variabile z dicesi funzione delle variabili «, Yo VW ..,
2= F(zx,y,v,w ...). sead ogni valore delle variabili indipendenti
%, Y, v, w ... corrisponde un valore della variabile dipendente z.
Per semplicitd la discussione sard limitata al caso di funzioni
reali di due variabili reali z = F (z, ). Tutte le proprieta valgono
anche nel caso di piil variabili, I'unica differenza essendo data dal
fatto che, ovviamente. solo le funzioni di due variabili possono
essere rappresentate geometricamente nello spazio tridimensio-
nale.

Per dominio di definizione della funzione si intende l'insicme

Fig. 14-1. — Dominio di definizione della funzione (14-1).

)

LIMITE

dei valori @, y per i quali la funzione ¢ definita. 1l dominio (per la
funzione di due variabili) & un insieme di punti del piano z. y.
La curva che limita il dominio si chiama frontiera e separa i
punti interni da quelli esterni al dominio.

Un dominio si dice aperto se ¢ costituito soltanto dai punti
interni, si dice chiuso se contiene anche la frontiera. Per esempio
la funzione

z = log (r? — a2 — y?)

(14-1)

ha come dominio di definizione il cerchio di raggio r cul centro

nell’origine. La funzione (I14-1) non ¢ definita sulla frontiera per
e

cui il suo dominio di definizione & aperfo.

14-2. Limite
— e i S5

Si dice che una funzione z = F' (z, y) ha per limite L al tendere
del punto P = (z. y) al punto Py = (@0, yo). se comunque si fissi
un numero positivo s. ¢ possibile trovare un p tale che per ogni
punto P non coincidente con Py, la cui distanza da I’y sia minore
di g, risulti:

|L— F (P} < = (14-2)
L’esistenza di questo limite si indica semplicemente con

(14-3)
La notazione z = K (P), anzich¢ z = F (x, y) si presta, dal

punto di vista formale, ad una generalizzazione al caso di » va-
1ahili 11 wiy @, D R O o | Q 1
riabili. Infatti, in questo caso, P rappresenta un punto dello spazio

a n dimensioni,
< E implicito nella definizione di limite, che il valore limite non
deve dipemdere dalla particolare traiettoria che il punto P segue

-per avvicinarsi a Py . Per esempio per la funzione

¥
P = 11-4
- (14-4)

non esiste il limite al tendere di z ¢ ¥ a zero. Infatti facendo ten-
dere P all'origine O degli assi, lungo rette passanti per lorigine
di equazione y = o, si trova:

or

lim 2 = lim == (14-5)
P20 X P-0 X

Pl

(

)

£
|

ks
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FUNZIONI DI PIU VARIABILI DERIVATA DI UNA FUNZIONE COMPOSTA ?, 2.

Dato che il valore limite dipende d: iettoria_scelta, ne

2 Con @2F [dzdy si indica la derivata seconda rispetto a y della
segue che il limite della Tunzione per P—>0 non esiste

derivata (prima) rispetto a x. Vale a proposito dell’ordine di de-
rivazione il seguente.

S R TR TR

_. 14-3, Continuita Teorema: se la funzione 2z = ¥ (z. ¥) ¢ le sue derivate par-

W—'——J L ziali OF [0z, OF [dy. 0°F |0x0y, 02F [0ydx sono continue in un

Si dice che una funzione z = F (P) & continua nel punto Po i punto Py e in un intorno di questo punto. allora nel punto Py

* lim ¥ (P) = F (P o o 14.10
m = I . y 2 : — . ”

e ) (14-6) dx Qy oy oz ( )

) Una funzione & continua in un dominio se ¢ continua in tutti
1 punti di quel dominio.

14-5. Differenziale totale
‘m”'_'_,._——.__._—u—'—-—_—_-—'—

Si dice differenziale totale della funzione z = ¥ (z, ) l'espres-
e T e S T

gione : v

- l i
14-4. Derivate k dz = (3 dx + (1a-11)

Si chiama derivata parziale della funzione z = F (v, ) ri- . Si dicedmeremento_totale Az lespressione
spetto alla variabile z. il limite del rapporto incrementale : 'L E"’ F(x+ Ax.y + Ay) — F (x, ) (14-12)
Z = i H 8 z 5 i
F (x4 Aw, y) — F (2. . ; orm ol e
( ( + Ax A"f) F (x. y) (14-7) Una funzione si dice differenziabile se Uincremento totale
" .

: Az differisce dal differenziale totale per un termine v che ¢ infi-

RAgfort

__al tendere a zero dell'incremento Azx. {crigngue [ 4Le nitesimo di ordine superiore rispetto a \/Elzﬁ + dy?
U rapporto incremy -7} ¢ definito mantenendo costante Az = dz + v. (14-13)

la variabile y. Cosi la derivata parziale che si indica con oz [0z

0 OF [0 risulta dalla definizione Se la funzione ¢ differenziabile ¢ se gli incrementi Az e Ay
_ sono piceoli, il differenziale totale pud essere usato con buona
or ki F(x + A, y) — F (z, y) approssimazione, in sostituzione dell’incremento totale. Una
o A‘;Eﬂ e . (14-8) Wmhé una funzione sia differenziabile, ¢

: “Ta continuita delle derivate parziali.

Analogamente la derivata parziale rispetto a y ¢ definita come ; —
or T F .y + Ay) — F (. ) __ 14-6. Derivata di una funzione composta

=5 A SR (14-9) : Ry _

&y 4y=0 Ay Se le variabili x ed y della funzione z = F (@, y) sono a loro

1 ale le deri L . volta fanzioni di altre variabili, per esempio u e v, * = z (, v).
in generale le derivate parziali sono a loro volta funzioni di y = y (u, ), si possono calcolare le derivate parziali di z rispetto

‘ oF or . e
z e diy: = (z, y). v (@. ¥). Le loro derivate (se sono de- ad % e v, mediante le relazioni

rivabili), costituiscono le derivate del secondo ordine ; LA W + o U
; ou dxr ou dy ou
R a2F o2 F oy oz oz ox dz oy

ay v

(14-14)

ox gy~ ox T dydx ' oy ov fx v
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Se la variabile y della funzione z = F (2. y) & a sua volta fun-
zione della variabile . si parla di derivata totale di z rispetto a

& dz oz iz 2y
—— i — =+ ” _— -15
dx de  dy  ix (J&-18)

. i\'ei_la (14-15) le due notazioni dz /de e 0z /dz stanno ad indicare
rispettivamente la derivata totale e quella parziale.

. 14-7. Formula di Taylor

, Se la funzione z = F (, y) e le suc derivate parziali fino al-
T'ordine # + 1 sono continue nell'intorno di un punto Py = (w0,

(,;/M% Bens don.....)

¥ . :
= g/o): in c!uesto intorno la funzione z si pud approssimare con un
-~ ;-" polmom.w di ordine n nelle variabili Ax =« — 29 ¢ Ay =y — 4o .
Na\, In particolare per n = 2 la formula di Taylor si scrive
. ‘
AN ~ s oF alﬂ
i Fe, y) = Fxo, yo) + % @ o) Az + “ay (xo . o) Ay |-
v ‘ L "o
3 1 2k o2 p
) . &g
:’ifé TR [T e ) A g e o) A
) 2d
i R N 5 !
-2y o, ) Aa L\_f/J. (14-16)

Il resto, cioe la differenza fra i due termini delle (L4-16) ¢
una espressione del tipo

Y994
cligy,.

18 3y o :
o= — [ o Ayt A g3 -
37 (zﬂ] (:,) Bt oy A s). (14-17)

l\:ella,l(lfi-l’{) la somma si riferisce a tutte le possibili derivate par-
ziali del terzo ordine, che sono caleolate in punti nelle vicinanze

i Py oz (2 y_g)_\e di P (x, ).

La

14-8. Massimi e minimi

e : > N
» Si dice che una funzione z = F () ha un massimo in un punto
0 Se

F (P) < F (Po) (14-18)

per ogni punto P s P, sufficientemente vicino ad esso.

e, I e
i oy

Voo dagior Lo ptelly £ b taddio

N
MASSIMI E MINIMI CONDIZIONATI %’F

Analogamentﬁ_dicesi che la funzione z = F (P) ha un minimo
nel punto Py . se per ogni punto P # Py sufficientemente vieino
ad esso &

F(P) = F(Py). (14-19)

La ricerca degli estremi (punti di massimo o di minimo) di
una funzione. si esegue cevcando i punti in cui si annullano (o
non esistono) le derivate parziali del primo ordine. Questo (Pan-
nullamento o la non esistenza) & condizione necessaria, ma
non sufficiente per Pesistenza di un estremo.

Per le funzioni di due variabili vale il seguente

Teorema: Se una funziong z = F (z, ) definita in un «o-
niffio contensnte Py ha le derivate prime che si annullano nel
punto Po, e se le derivate parziali del secondo e del terzo ordine
sono continue in un dominio contencnte il punto Po, costruita
la seguente espressione contenente le derivate seconde, calcolate
nel punto Py

2F : a2 2 5
D = [ o (E ;U())J . {mfﬁ;r/z e ."In)} = [_‘_&n Em (o ?Il))J
(14-20)

si danno le seguenti possibilita

r

a) D> 0e ok (20, 7o) > 0; la funzione ha un minimo
. o
in Pgy.
e
by D> 0e g g (xa, yo) < 0;la funzione ha un massimo
e o
in Py .

¢) D < 0; Pg non ¢ un estremo.

d) D = 0; Py pud essere o no un estremo della funzione.
Per decidere oceorre un’analisi pitt accurata.

14-9. Massimi e minimi condizionati

Se i punti di massimo o di minimo devono soddisfare ad aleune
condizioni, indicate sotto forma di funzioni implicite:

or{r, ) =0 gu(a y)=0 .. ..¢(x y) =0 (14-21)
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nel senso che i punti in cui si trovano i massimi e i minimi della
funzione z = F (z. %) devono soddisfare alle equazioni (14-21).
¢ conveniente. anziché effettuare quest’ultima verifica. far uso
di un metodo diretto, detto dei moltiplicatori. Si costruisce una
nuova funzione:

Yl y)=Flx, y) + Mg (x o)+ ... hepr (2 ) (14-22)
si caleolano le derivate parziali della funzione { rispetto a « e y
e si impone il loro annullamento, ottenendo due equazioni. Queste
equazioni unite alle (14-21) danno il seguente sistema di r - 2
equazioni nelle incognite @. ¥, A1 ... Ar:

ﬁﬁ‘ H(P: acp,.

x| ' x s e dx v

oF Sy Sy

—+- - wl- Ap P .98
E» b A 3y T F A 2y 0 (14-23)
Pz y) =0
or (2, y) = 0.
Per ogni soluzione x, y, 21. ... K, del sistema {14-23) occorre

soltanto verificare se nel punto P = (z, y) la funzione z = F (2, y)
ha effettivamente un massimo o un minimo (*). per esempio
usando il metodo illustrato nel paragrafo precedente. mentre i
valori A1 . Az ... Ar assunti dai moltiplicatori. non vengono ulte-
riormente utilizzati,

(*) 8Bi ricorda che l'annullamento delle derivate del primo ordine,
non & condizione sufficiente per 1'esistenza di un minimo o di un massimo.

RSB

" Ogni funzione continua sull’intervallo (a, b) possiede un inte-

nito al A llementari.

g
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15. INTEGRALI INDEFINITI Y ﬁz\.héi’éﬂu 4
15- imiti i rale indefinito _

11 problema inverso della derivazione consiste, data una fun-
zione y = f(x) (*). nel trovare una funzione ¢ (x) tale che, in
tutto un intervallo {a. &) si abbia

(15-1)

__La funzione & (x) si chig.zna. primitiva di f (z) nell’intervallo
(@, b). Se ¢ (x) ¢ primitiva di J (z). anche (& (x) 1 cosfante) ¢

primitiva della stessa f (z); ne segue che esiste un’intera famiglia |

di funzioni primitive le quali differiscono fra di loro per una co-
; i

stante. {
Se f(x) ¢ continua, U'integrale indefinito di f (x) (si veda per
la. definizione il paragrafo 16-3) che si indica con il simbolo

PRIHITIA 152)

¢ una primitiva della funzione.

grale indefinito, perd anche se la funzione é elementare (**) non
sempre U'integrale indefinito si pud esprimere mediante un numero

15-2. Proprieta degli integrali indefiniti
i i

Gli integrali indefiniti soddisfano alle seguenti proprieta ge-
nerali:

(*) In tutto questo capitolo ci riferiremo sempre a funzioni reali di
una sola variabile reale.
(**) Si veda per la definizione di funzione elementare il § 8.-5.

Smm———




(5 '2/ INTEGRALT TNDEFINITL

a) L’integrale della somma algebrica di due o pitt funzioni
uguale alla sommaalgebrica dei loro integrali

&
o

Ji@+o@ar= @it [ema 53

b) Lintegrale del prodotto di una costs U ione
»al prodotto della costante per I'integrale della funzione

g i

! kf(x)de = Fk [ f (x) da (15-4)
¢) I integrale della derivata di una funzione & uguale alla
somma della funzione ¢ di una costante arbitraria
: d
i J’—r?;mj' {x) de = f(x) - costante . (15-5)

15-3. Integrazione
o

L'integrazione ¢ il procedimento mediante il quale si perviene
allintegrale indefinito di una funzione. La tabella 15.1 riporta
un certo numeroe di infegrali, molti dei quali si ricavano dalla
tabella 11-1 delle derivate. I metodi di integrazione possono ri-

T T ——— e ——————
TavvLLA 15-1. Alcuni integrali indefiniti. O indica la costante
aggiuntiva,
i xih"l-l
o dp = ———— |- (] m# — 1
’ * w1 } e
Code
l —%—- = log, |&| + ¢
& X
lmdm: aﬁ-—}—C’
: log. o
J et de = ev | O
T dx 1 %
—_—— T — ¢ —— e 0
l P = arc tang p +
dx i @+ x [
= log, -1 C
' % — g2 Za OB a—zx | |

INTEGRAZIONE (07
"t I St 1 x
‘l\/az—aﬂ d:czw%ﬁx\/a‘a—-xz - —é—azarcsen—(;——i—(}
['\/2‘12 + a? da:rzm;m«a:f\/x? + a? +
i—%——azlogekc—l-\/x‘?‘iazf—{—o (*)
[——-—dﬂi——-— =log |z f4/ 22 + a2 |+ C (*)

x
= arc sen = +

dzx a
|—————m~w-——u:——m'ocos%+0
e a x

xr/ 22— a?
’senxrlx::%cusx—kc

| cos x dr = senx - ¢
’ tang @ dx = — log, |cos z| + C

’ cotang z dz = log, [sen z| -+ ('

1
l dx = log. — 4 tang z, + C
J ocosx Cos &
l dx = loge — — cotang x| - '
J osenx sen x
’ l——-d:c: tang r + C
Joocostx
l %imdx == — cotang z + C
sen? x
_— 1
| tang x dissr Lo
CO8 & COS T
T e 1
N N .
sen x sen ¥

B

p I ;
(*) Il valore assoluto & superfluo nel caso 2 - a2
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condursi sostanzialmente a due. integrazione per sostituzione
] N 3
ne per parti; essi safanino (HSCUSSL I dettagim nei

due paragrafi che seguono.

15-4. Integrazione per sostituzione

Il metodo di integrazione per sostituzione di variabile. viene
utilizzato ogni qualvolta & possibile trasformare I'integrale da
calcolare in una forma nota. Dato Jf () dx si effettua la sostitu-
zione

P dx = Z;P . (15-6)

() e do/dt devono essere continue, inoltre la funzione
= ¢ (f) deve possedere una funzione inversa ¢ = { ().
Successivamente si effettua il calcolo di

’ i
SO = [l 22 a (15-7)
: di
e infine si sostituisce a ¢ la sua espressione in funzione di z [¢ =
=4 ()] nella ¢ (). Consideriamo a titolo di esempio

T wdx
I HT_—}—JT" ; (15-8)

Effettuata la sostituzione

t =1 a2 dt = 2 x dx (15-9)
ale 1 dt 1
—_———— = ._.:__._1 PR A CTe R 5
[ T r a2 B) ' r 5 loge I |- costante (15-10)

Sostituendo poi nella (15-10) I'espressione di ¢ in funzione

di

1
5 log. t -+ costante == é—— loge (1 -+ 22) - costante. (15-11)

Quindi il risultato

xdx 1
R [ P = 2 g 5 5. 2
I T =73 loge (1 + 22) 4 costante (15-12)

INTEGRAZIONE PER PARTI >

& stato ottenuto sfruttando la for 1dtjt e facendo uso delle
sostituzioni (15-9): TT—

2 . :
Come @& illustrato dall’esempio, in molti casi conviene ricercare

subito la funzione ¢ = { (2), anzich® la sua inversa x = g ().
Conviene tutte le volte che integrale si presenta nella forma

‘—%%Tdﬂ (15-13)

15-5. Integrazione per parti
< —
Questo metodo si basa sulla propricta

‘l.f dg == fg *-J..‘I df (15-14)

e viene utilizzato tutte le volte che la funzione da Integrare puo
essere messa nella forma [ fdg. se I'espressione [gdf ¢ pit facile
da integrare di [fdyg.

Consideriamo come esempio di applicazione del metodo, il
caleolo di [arc tang x da.

Posto f=arctangz e g = si ha

xdx
S a2

‘ arc tang « dx = (arc tang z) x — -+ costante. (15-15)

I’integrale nel secondo membro della (15-15) & gia stato cal-
colato nel paragrafo precedente, per cui

’ 1
arc tang # da: == (arc tang ) x — —— log, (1 -- x?) - costante,

2
(15.16)

Tipici integrali che si risolvono con questo metodo sono quelli
del tipo:

x™ log, x dzx, ] amerrdy, | amsen oz, | 2™ cos o w. (15-17)
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Nella tabella 15-2 sono riportate aleune formule ricorrenti,
ottenute integrando per parti e mediante successive applicazioni,

dalle quali & possibile arrivare a forme note.

TasELLA 15-2. Alcune formule ricorrenti otlenute integrando per

parti,
sent -1 g cos x m—1 :
l- sent xdr = — -+ J-SOII(’”‘m xdx
J m 0
costm-1) x sen x m—1
COS™ 2 dy = -} cost-2) gy
m m
am m
™ sen ox dr = — ——— ¢os g o — f =1 cog g de
o o

in

i
™ cos ox dy — 8ON KX — ——— f -1 sen gz dx
oL

™ ey — N am gon 1 j b=y g
o o
dx o __]m f z 4
(o afm g2 {2 (m—1) (& £ 22)n-D)
2 -—3 da
2w —2 (o + a2ytn-1)
per m # 1
f(,xg + .763)7” dy = _f;(,ﬂ_{i”_ L
2m 4+ 1
2m o2

2m+ 1 2+ 2y o

per m # —1/2

15-6. Integrazione delle funzioni razionali

Una funzione razionale puo essere sempre messa nella forma
(13-11), pertanto la sua integrazione si riduce alla conoscenza
degli integrali dei termini che compaiono nella (13-11). Questi
integrali sono riportati nella tabella 15-3.

INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONT NON RAZIONALI Z i

TaserLa 15-3. L'integrale di qualsiasi funzione razionale regolare
pud essere ricondotto ai quaitro infegrali riportali in quests tabella.

4 A A
i (x — o)k L T—H@—apd T °
' — aﬁrl;v = A log [x — «| - C
o Bx ok B g g ’
’md{ﬂ = —2—105,; I-'-'C + ha -+ ﬂl -+
2F—Eb 2x 40 ‘
e —- arc tang ( —— L
Vi o — b2 V4 ¢ — b‘z)
" ' U i ) 4
J @ F b+ o 2(1—%) (2% + b | it
b [ dx .
+(Fl 2 )’ (@ + bz - )t @

Lintegrale che compare nel secondo membro della quarta
formula, pud essere risolto con la seguente formula ricorrente

(k£ 1):

‘ b
] dae - Ty +
2 1 b e a
(a2 + bz + ¢) 2(6Hb_) (b — 1) (a2 + ba + c)s-1
4
2h—3 4 dx

-

b2 Jo(@? 4 b - o)kl
) b—1)

2({;—

15-7. Integrazione delle funzioni non razionali

Se lintegrale da ricercare & del tip?
R (z, amis, griv, || ) da, (15-18)

dove con il simbolo R si intende un ingieme di operazioni razionali,
eseguite sui termini specificati come argomento, esso pud essere

e e O T T e e T TR Y




29 INTEGRALL INDEFINITI

trasformato nell'integrale di una funzione razionale mediante la
sostituzione

@ =t da = k-1 df, (15-19)

dove £ & il comune denominatore delle frazioni m/s. r/p,
Si debba ad esempio calcolare

- 1/2 _ 1/3
J i m:f—mm, (15-20)

mediante la sostituzione x = {6, do = 6 {5d¢t, si ottiene

L L 30 dl = § 7 6 = (_f_s_ ﬁ e
J--—--im-——btdt—()f(t + ) dt =6 (- + ) + O =

6 6
o 8/6 _| . 7/6 2 15-2
=g - 7 LA e O (15-21)

15-8. Integrazione delle funzioni trigonometriche
/’_““\________

In questo paragrafo si suggeriscono le sostituzioni che per-
mettono di trasformare in funzioni razionali della variabile ¢, delle
espressioni razionali di funzioni trigonometriche. Queste espres-
sioni razionali sono indicate, come nel paragrafo precedente.
con il simbolo B (...).

Di seguito vengono riportati gli integraii e. a fianco, il cam-
biamento di variabile da effettuare:

@) f R (sen z, cos z)da x = 2arctangt

b) J‘ R (sen x) cos x d x = arcsen |
4 (15-22)
e) J R (cos z) sen z dx x = arc eos f

x = arc tang f .

d) [ R (tang x) dz

16. INTEGRALI DEFINITI

1

,{f"/ % \LLJ{W.%QQ-

16.-1 Definizione
I ——

Data una funzione y = f (x) definita nell'intervallo chiuso
(@, b). suddiviso l'intervallo (a, b) in n parti si caleoli

(16-1)

dove z; ¢ un punto appartenente all’intervallo i-esimo. e, A:m
¢ Pampiezza di tale intervallo. s rappresenta I ta
in Fig. 16-1, e dipende dalla particolare S'tldlelSlOl’le dell’inter-
vallo (a, b).

/N

N

7
////// 2N

-
N )

a x

Fig. 16-1. — L'area tratteggiata rappresenta la somma s relativa alla fun-
zione y = f (x).
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{ Se al tendere a zero dell'ampiezza del pit grande degli inter-
valli, s tende ad un limite finito, i i sto limite i chiama

| Lintegralo dofinito da 4 o b dif(e) e si_indica_con il simbolo_

fb S (%) da:

fbf(x)d:cz lim (3 f (@) Azy). (16-2)

max iji.~a0

@ e b si chiamano rispettivamente estremo inferiore e estremo
superiore di integrazione.

L'integrale definito, [se f (z) > 0] ¢ dunque 'area della figura ||
limitata dall'asse x. dalla funzione ¥ = f(z) e dai due segmenti
verticali passanti péF estrem1 dell'tervallo (a, b), come mo-

strato nella Fig. 16-2.

Loy gu PV(’\ Lo
'f'uw#tzﬁ«'a b s

e {‘— L'} ft.%"'__(. <
&¢WRW&

X

4
Fig. 16-2. — L’integrale definito f f () dx rappresenta 1’area tratteggiata.
a

=

I Se la funzione y = f (x) & continua nell'intervallo chiuso (a, b),

h »

allora esiste Iintegrale definito f f(x)dz. Se la funzione non
a

/| & continua nell’intervallo (a, b), il suo integrale definito pud
esistere o non esistere.

=

PROPRIETA DELL'INTEGRALE DEFINITO o/

16-2. Proprieta dell’integrale definito
i o e ey

Valgono per lintegrale definito le seguenti proprietd :
a) L'integrale definito _della somma algebrica di due o pit
funzioni ¢ uguale alla somma algebrica degli integrali definiti
elle funzioni -

r—

I ] . &
f [ @) + ¢ (@)] de = fuf (@) dw - J'“ o (@) de  (163)

b) L'integrale definito del prodotto di una costante per_una
funzione ¢ uguale al prodotto della costante per lintegrale della
funzione

] b
f Cflx) de - (;‘f S (x) dx (16-4)
114 (3
¢ biando l'ordine degli estremi di inte razione a e b,

cambia il segno dell'integrale

fﬂf () da = — f bf (x) d (16-5)
b @

d) Qualunque sia la posizione relativa di @, b, ¢:

f:f (@) div = J' f@ds+ | bf (2) d. (16-6)

¢) Se f(x) ¢ continua esiste un punto x tra @ e b tale che

[r@de=r@e—a (167

(teorema della media)

f) Se in tutto lintervallo (a, b) & f=) < M, allora
U]
f S (@) de < M (b—a),

se invece ¢ f(x) = m,

fb,f (@) dz = m (b — a)
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16-3. L’integrale indefinito
g TS S

Un integrale il cui estremo superiore di integrazione ¢ la va.-

riabile T e

e

S, -

P = “r . (16-8)

¢ evidente funzione della z e viene detto integrale indefinito, Se

la funzione f(¢) ¢ continua,
4l (x) ,

— =1 (16-9)

cioe la derivata dell’integrale indefinito & uguale al valore
che la funzione integranda assume nel punto ¢ =z Ne
segue che se la funzione f(f) & continua, P'integrale indefinito
¢ una primitiva della funzione. '

16-4. Calcolo degli integrali definiti
TR
La definizione (16-2) di_integrale definito, mal si presta, se
S TON~HTGaRT particolarmente semplici, al calcolo _dell Titegrate—
medesimo. Fortunatamente esiste una importante relazione fra
——--ntegrale definito e funzione primitiva (formula di Nowton. Leib-
iz)

Se I’ (z) & una funzione primitiva di f@):

]

f@)de = F (b) — F (a). (16-10)
La differenza & (b) — F (a) si indica generalmente in forma

. b
sintetica con il simbolo [F (x)J .
2]

La formula di integrazione per parti (15-14). quando usata
per il caleolo dell'integrale definito assume I'aspetto

f:fcly = (fy]:m igdf. (16-11)

Se la funzione primitiva non & esprimibile mediante funzioni
elementari (*) il calcolo dell’integrale definito puod essere eseguito

(*} Si veda per la definizione di funzioni elementari il § 8.-5.

INTEGRALI IMPROPRI g g

con metodi numerici che danno risultati approssimati. 1l metodo

el trapézi consiste nel dividere Timter , b7 iTguali,
clascuna di ampiezza (b — @) /#, e nellapprossimare I'integrale con
I'area di » trapezi. In questo caso si ha:

f:f(as}ala:z b;m [j(%)jﬂ%) +f@) + ..+

--|—f(xn—1)J (16-12)

dove zy e x, coincidono con gli estremi @ e b dell’intervallo. Col

“metodo di Simpson. o doite parabolé Ta Tunzione da integrare

viene approssimata da una serie di archi di parabole. In questo
caso il numero # di intervalli in cui viene diviso Uintervallo (a, b)
deve essere pari, e risulta

[r@asn 2% 1 + 47 @) + 27 o)+ 4F () +

+ 2f (@) + ...+ 4 f (@) S (2n)] (16-13)

2o & xy come nella (16-12) coincidono con gli estremi ¢ e b del-
l'intervallo.

16-5. Integrali impropri

L’integrale definito ¢ detto improprio se almeno uno dei due
limiti di integrazione & oo, oppure se nell'intervallo di integra-
zione esistono uno o pilt punti di discontinuita.

Se lintervallo di integrazione si estende fino all’infinito si
definisce

fmj' (z) dz = lim Ff (z) de (16-14)

k=

se esiste il limite finito, e si dice che Pintegrale converge. Se il

limite & infinito si dice che l'integrale diverge. Analogamente si
definisce

[ rede = lim ["f@d (16-15)

L'integrale di f (x) su un intervallo di ampiezza infinita con-
verge nei seguenti casi:

a) se in tutto lintervallo ¢ 0 < f(x) £ F (x) e se linte-
grale di F (z) converge.
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b) Se converge l'integrale di |f (2)].
¢) Se lim z f (x) == 0.
T
Nel caso in cui la funzione da integrare sia discontinua in
un punto ¢ appartenente all’intervallo di integrazione (a, b) si
definisce I'integrale definito nel modo seguente :

si calcolano i due integrali da a a &y e da k2 a b, se ne caleolano i
limiti per k1 — ¢— e ks — ¢+ e si esegue la somma dei limiti

b
f (%) da = hm f f (@) dx Jhm f J () da. (16-16)

11 secondo membro della (16-16) se finito, si assume come valore
dell'integrale da @ a b. che ¢ detto convergente. Ovviamente il
procedimento puo essere esteso al caso in cui, nellintervallo di
integrazione, vi sia pilt di una discontinuita.

L’integrale (16-16) converge nei seguenti casi

@) in tutto I'intervallo (@, b) ¢ 0 < f(x) < F () e converge
I'integrale di F (x) nell'intervallo {a, b).

b) lintegrale nellintervallo (a. b) di |f (x)] converge
¢} Iim (z—¢) f () =

7

17. INTEGRALI DELLE FUNZIONI DI PIU VARIABILI

17-1. Definizione degli integrali doppi e tripli
R —
Data una funzione z = f (x, ) definita in un dominio chiuso

S del piano ay, suddiviso il dominio in n sottodomini AS; , ASs,
ASy ... AS,, si caleoli

rz}; (P)) A8, (17-1)

essendo P; un punto del sottodominio AS; .
Se esiste finito il limite della (17-1) al tendere a zero delle di-
mensioni del massimo dei sotto domini. questo limite & detto in -.

tegrale della f ) sul_dominio § e
f J(Pyds = lim [Sf(P:)ASi]. (17-2) } .
max A48 . -0 o j =

Ana,logu,mente nel caso di una funzione di tre variabili f (z
y. z) definita in un dominio ¥V dello spazio, si definisce I’ mtegm]e
come

f;‘(f’)f{wm- lim [ f(P) AV (17-3)
v

max -0
t
essendo AV, il generico sottodominio di V e P; un punto ad esso

appartenente.
Ovvia ¢ I'estensione al caso di funzioni di » variabili.

17-2. Proprieta degli integrali doppi e tripli

Le seguenti proprietd sono enunciate per integrali doppi, ma
valgono anche per ghi integrali tripli.
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@) Se la funzione f(P) ¢ continua nel dominio chiuso S,
allora esiste

f S pyds (17-3)

b) I’integrale su un dominio S della somma di due funzioni
Ji(P) e f2(P) & uguale alla somma degli integrali

[ 1Py + o)) ds = [ h@yas+ [ pyas 1
8 S S

¢) L’integrale del prodotto di una costante per una funzione
¢ uguale al prodotto della costante per Uintegrale della funzione

f K{(P)ds = K f F(P)ds (17-5)
S S

d) Se in tutto il dominio S si ha f; (P) € fa(P) e se le due
funzioni fy (P) e fa (P) sono integrabili. allora

f Ji(P)ds < f 2 (P)ds (17-6)
S S

¢) Se la funzione f(P) ¢ continua in S, allora
f f(P)ds = f(P) S (17-7)
5

dove S & 'area del dominio e P un punto appartenente ad S
(teorema della media)

f) Se il dominio 8 @& costituito di due domini S; e S» senza
punti interni comuni e f(P) & continua in S, si ha

fo (P)ds = f (S Prds + fé f(P)ds (17-8)

17-3. Calcolo degli integrali doppi
Rty A et
»mwwmlq{lo dell'integrale occorre uno studio
dominio. Esso deve essere ricondotto ad una somma di domini
regolari. Si dice che un dominio & regolare quando ogni retta
parallela all’asse z o all'asse y taglia la frontiera del dominio
Q{, in due punti soltanto. Per esempio il dominio ABCD della Fig. 17-1,

che non & regolare, in quanto la retta « tagha la sua frontiera

—,

Dowiws. S g it gt

CALCOLO DEGLI INTEGRALY DOPPI (—f??_
Y
B
D
P TN, a
A C
X
Fig. 17-1. ~ Esempio di dominio non regolare.

in quattro punti,_ pud essere_decomposto nella somma dei due
q P ,A--R-.....,__.__-—-—-—-—...._Q_,._,.LZ_‘_“_ "

domini regolari ABD e . < :

.

~Se il dominio & regolare. (Fig. 17-2) allora Iintegrale doppio

0 essere_calcolato come

Wa(T?

J: [f : )j" (=, ¥) dy] dx (17-9)
oz

¥=9,(X)

y=9,(X) [:7 ‘l

f | - Q(Q{‘}&K
|
|

a b X

Fig. 17-2. — Dominio vegolare limitato dalle due rette di equazione x = a
x = b e dalle due curve di equazione y = P (), ¥ = pa(x).
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¢ dove @1 (%) e ¢:(x) sono le equazioni delle curve che limitano
inferiormente e superiormente il dominio: @ e b sono 1 limiti
; + sinistro e destro

17-4. Calcolo di aree e di volumi mediante integrali doppi

r————— R —n

L’intograle doppio (17-2) ha una semplice interpretazione geo-
metrica. Esso rappresenta (se f (P) 2 0).ilwolume—del-solido
o limitato dal piano 2z =0, dalla superficie di equazione z — flz o)
e dalla superficie cilindrica le cui generatrici sono parallele al-~
lasse z e la cui direttrice & la frontiera del dominio S (Fig. 17-3).
Nel caso in cui f(P) = 1. Pintegrale (17-2) si riduce a

Is e
fSr . (17-9)

. _\\W@ del dominio . Quest’ultimo integrale & spesso
~.__usato per calcolare Ta superficie di fignre piane, del cui contorno

sia nota I'equazions

' Fig. 17-3. - L’integrale doppio f f(P)ds esprime il volume del solido
s

le cul basi sono indicate dal tratteggio,

i

o
CAMBIAMENTO DI VARIABILI NEL CALCOLO \f?

17-5. Cambiamento di variabili nel calcolo di integrali

doppi

In ce i ionj ¢ pill conveniente utilizzare sistemi di coor-
dinate diversi da quelle cartesiane. Por csempio, se il dominio
di grazione ¢, nel piano ay, un cerchio di raggio R. lo stesso

dominio rappresentato in coordinate polari si trasforma in ret-
tangolo (Fig. 17-4) di lati 2 e R.

Lelemento di superficie ds che. in coordinate cartesiane si
esprime

ds = dx dy (17-10)
Cifpdad FLLA
! o A0 v cehre
i LAone ol
g- 20 1 otk
29 e YT
/ AATATS
, X R p
A e s Ctesedawis s
LA f f ‘
Fig. 17-4. - Lo stesso dominio rappresentato in coordinate ceartesiane e o g
polari.
i eoordinate polari assume 'espressione
ds = o dp d0, (17-11)

Pit in generale se nel cambiamento del sistema di coordinate,
x e y si trasformano nelle nuove coordinate « ¢ 8 mediante le
funzioni

=z (x B) Y=y (a B) (17-12)
definito il determinante obiano
- dxr ox
do 0
g 17-13
J by oy ( )
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nel passaggio dalle coordinate =. y alle coordinate o, f si ha

[ S pavdy = [ [ g dzas. g7ap)

B facile verificare che il valore assoluto del determinante
Jacobiano nel passaggio dalle coordinate cartesiane a quelle po-
lari & appunto o. il che giustifica la (17-11).

17-6. Calcolo dell’area di una porzione di superficie non
piana

Se z = f(x. y) & l'equazione di una superficie. indicato con

N il dominio oftenuto proiettando sul piano z = 0 il contorno
di una porzione di superficie. Parea limitata dal contorno risulta

. JSV [ (_%) n( ;’Z ) dedy.  (17-16)

17-7. Calcolo degli integrali tripli
TS

Nel caso degli integrali tripli il dominio di integrazione si
dird regolare se oltre alle rette parallele agli assi x e y (vedi para-
grafo 17-3) anche qualsiasi retta parallela ali'asse 2. taglia la fron-
tiera del dominio in due punti soltanto. Se il dominio & regolare

si ha
L TPy AV = fj [ '

S ()

sl

Sy 2y dz | dedy (17-17)

dove g (&, y) e g (@, ) sono le equazioni delle due superfici che
limitano i valori assumibili dalla eoordinata z e il dominio 8§ sul
quale deve essere caleolato integrale di superficie nella (17-17)
¢ la proiezione del volume V sul piano z — 0 (Fie. 17-5).

g

CAMBIAMENTO DI VARIABILI NEL CALCOLO l@ (

X

Fig. 17-5. - Il dominio & & la proiezione sul piano z = 0 del dominio V.

17-8. Cambiamento di variabili nel calcolo di integrali
tripli

Per passare da un sistema di riferimento cartesiano ad un altro
sistema a. B. v, si deve caleolare il determinante Jacobiano :

b Oxr Ox |
o OB Oy
dy oy dy
- R - 1 x
R (17-18)
0z dz oz
do @B oy

Lelemento di volume dV = dx dy dz, risulterds espresso nelle
nuove variabili da

AV = |J| dadg dv. (17-19)

UA Qe % Celcko e praaack(’




'f)z/ INTEGRALI DELLE FUNZIONI DI PIU VARIABILI
Dalla (17-19) si ottiene che nel caso di coordinate sferiche
I'elemento di volume si serive
AV rer = 2 sen O dp d6 do (17-20)
e nel easo di coordinate cilindriche

AV = o dp df dz. (17-21)

.
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18. SERIE
7‘“‘.‘“—_’"“'—._/"""‘—'—“\.

18-1. Definizioni
e s et
Data una successione numerica infinita {e:}

Qs Ay A3 v vy Ty s (18-}.)

(

a1 +as+ ... fag+ ... (18-2)

La somma dei primi » termini della serie

(18-3)

¢ detta somma parziale,
Se esiste ed ¢ finito il

lim s, == s (18-4)

-

esso ¢ detto la somma della serie e la serie si dice convergente.
Se il limite (18-4) non esiste, la serie non ha somma; se esso &
infinito la serie si dice divergente.

18-2. Proprieta delle serie

Per le serie numeriche valgono le seguenti proprieta

a) se una serie converge, aggiungendo o togliendo ad essa
un numero finito di termini si ottiene ancora una serie conver-
gente.

b) Se due serie convergono ed hanno per somma rispetti-
vamente s e {, allora anche la serie ottenuta sommando le due
precedenti converge ed ha per somma s -- f.
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¢) Posti tutti i termini di una serie nella forma a; — kbi.
se la serie by + bs + ... 4 by -+ ... converge ed ha per somma
B, allora anche la serie ai + a2 -4 ... + a; -+ ... converge ed
ha per somma kB.

18-3. Condizioni necessarie perché una serie convegg\a‘

Se una serie @; + @2 -+ ... 4+ au + ... converge, allora

lim e, == 0. (18-5)

1=t

Il criterio enunciato ¢ necessario ma non sufficiente.
Quindi se la (18-5) non & soddisfatta si puo senz’altro asserire che
la serie non converge, mentre si danno casi in cui la (18-5) & sod-
disfatta, come per esempio per la serie armonica

1 I

sty

1 ;
1 52 el i (18-6)

e la serie non converge.

18-4. Criteri di convergenza per le serie a termini po-

—Siivi_

Data una seric numerica di termini tutti positivi, ai -} a2
4+ ... 4 an + ... valgono i seguenti criteri, utili al fine di ap-
purarne la convergenza :

a) Se esiste una serie convergente i cui termini b = .
allora anche la serie »a; converge.

b) Se (regola di D’Alambert)

i i1
lim ——
[ ;

s (18-7)

la serie >a; converge o diverge @ seconda che [ sia minore o mag-
giore di 1. Se I = 1 questo criterio non permette di deciderc la
convergenza o meno della serie.

¢) Se (regola di Cauchy)

lim A/a; = I, (18-8)

=00

SERIE DI FUNZIONL /06

la seric >a; converge o diverge a seconda che [ sia minore o mag-
giore di L. Se I = 1 questo criterio non permette di decidere sulla
comvergenza della serie.

d) Se esiste una funzione [ (x) continua. non crescente. tale
che f()=wa. f2)=ma2 ... f{n)=0us ... & se converge

o
j S () de. allora anche la serie converge. Se Iintegrale diverge,
1

diverge anche la serice.

18-5. Serie con termini di segno alternato

e s : ] ;
Se i termini di una serie hanno alternativamente segno posi-
tivo e negativo. ¢iod la serie ¢ del tipo

thy — (b - flg — g - ... by .. (18-9)

dove gli @y . ¢2 ... @, sono tutti positivi. vale il seguente ori-
terio di convergenza, dovuto a Leibniz:

In una serie a segni alterni, se i termini sono decrescenti
(a1 > ae > ag > ... > @y > ...) e se lim a, = 0, la serie con-

f/ Rl o

verge ¢ la sua somma ¢ sempre inferiore al primo termine.
In base a questo criterio la serie armonica a segni alterni

1 — 12418 —1/4+ ... + (—D#+tjn 4 ... risulta con-
vergente. Lo
S

18-6. Serie con termini di segno qualunque
ettt ™ T

Se i termini della serie Ya; hanno segno sia positivo che ne-
gativo senza alternanza di segno, si danno le tre seguenti possi-
bilita:

a) la serie Yo ¢ divergente.

b) La serie Yu; ¢ convergente. e la serie >|a;| dei valori
assoluti & divergente. In questo caso la serie Ya; si chiama semi-
convergente.

¢) Le serie Du; e Yl|as| sono entrambe convergenti. In
guesto caso la serie >u; & detta assolutamente convergente.

18-7. Serie di funzioni

—

Una serie il cui termine generico a; ¢ funzione di una variabile
x, si chiama serie di funzioni. Al variare di x si ottengono quindi
serie diverse le quali possono convergere o divergere. Si chiama

e

e oA
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\06
dominio di convergenza della serie Uinsieme dei valori di z

per i quali la serie converge. Per esempio il dominio di conver-
genza della serie

s i M S -k oz (19-10)

¢ lintervallo — 1 < 2 < 1.

2]
Una serie di funzioni > a; () & detta uniformemente con-
i=
vergente in un certo dominio @ < z < b, se comunqgue si fissi
un e arbitrariamente piccolo, si pud determinare un valore di
7 per cui
|on (2) — & @) < ¢ (18-11)
per qualungue valore di @ nel dominio.
Nella (18-11) s (z) indica la somma della serie e s, (x) la somma,
parziale.
Un criterio sufficiente per stabilire la convergenza uniforme
di una serie ¢ il seguente :
Una serie di funzioni ¢ uniformemente convergente in un certo
intervallo di variazione della variabile x, se in questo intervallo
¢ maggiorabile di una serie numerica a termini positivi

@i (z) < b (18-12)

e la serie Yb; & convergente.

L'importanza delle serie uniformemente convergenti ¢ dovuta
alle proprietd di cui esse godono e che sono elencate nel paragrafo
successivo.

18-8. Proprieta delle serie uniformemente convergenti

@) Se i termini di una serie > @ (x) uniformemente
b

convergente in un certo intervallo, hanno limite finito al tendere

di @ a @o, allora il limite della somma della serie ¢ uguale alla
somma della serie dei limiti dei Lermini

lim g @ (@) = 2 lim a; (z)

x—axu i=1 f=1 2T,

(18-13)

b) Se tuttii termini a; (z} di una serie sono funzioni continue
in un certo intervallo di 2, e la serie converge uniformemente

SERIE DI POTENZA

o

nello stesso intervallo, la somma della serie ¢ una funzione con-
tinua di z.
o
¢) Se la serie > (@) ¢ convergente in un certo intervallo
i=1
(@, b). se ciascun termine della serie ¢ derivabile in detto inter-
vallo e se la serie delle derivate ¢ uniformemente conver-
gente in (a, b) allora la derivata della somma della serie ¢ uguale
alla somma della serie delle derivate dei singoli termini

d =  d :
i g @@l =3 ——a@ (18-14)

oo
d) Se i termini della seric S o, (#) sono funzioni continue

nell'intervallo (a, b) e se nello stesso intervallo la serie ¢ unifor-
memente convergente, allora lintegrale della somma della
serie ¢ uguale alla somma della serie degli integrali dei singoli
termini

fl§ a (%)) de = S fa,; (x) dz (18-15)
i=1 =1

S

18-9. Serie di potenze

Le serie di potenze sono serie di funzioni la cui espressione
¢ del tipo

o ~+ Q& - ay 22 - ... Lo, e + ... (18-16)

dove ao. a1 ... a, sono coefficienti numerici.
Esse godono delle seguenti proprieta. :
@) Se una serie di potenze converge per x = 2, essa con-
verge anche per ogni |#] < |a].
b) In ogni intervallo interno all'intervallo di convergenza
una serie di potenze ¢ assolutamente convergente.
¢) In ogni intervallo interno all’intervallo di convergenza,
una serie di potenze ¢ uniformemente convergente (*).
Esempi di serie di potenze sono le serie di Tavlor e di Mac

Laurin. Nella tabella 18-1 5006 TIHOrtatT gl sviluppi in seric .
f aleune funzioni e intervallo onvergenza delle serie,

— T ——

(*) Per le importanti proprietd di eui godono le serie uniformemente
convergenti si veda il paragrafo precedente.
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SERIE DI FOURIER

18-10. Serie di Fourier

y o
et e e, i s

Si chiama serie trigonometrica o di Fourier una serie del tipo

ly 2
—5— b 2, (n cos nr - by sen ). (18-17)

~1

Se la serie (18-17) converge nell'intervallo (— w, ©) ad una
funzione f(x). se le successioni {a@a} e {b.} sono limitate e f(x)
¢ integrabile. i coefficienti della (18-17) sono dati dalle formule
di Eulero-Fourier

| n
ty = -‘——-J‘ J () eos nr dx =01, ...
T ey
_ (18-18)
by, == _.—f (@) sen nw de w1, 2,
ks =

In generale il problema che si presenta ¢ perd quello inverso,
cioé sotto quali condizioni una funzione f(x) ¢ sviluppabile in
serie di Fourier. Considerando in un primo tempo una funzione
f(x) periodica con periodo 27, [f{x 4+ 2 w) = f(x)]. vale il se-
guente :

Teorema fondamentale sulle serie di Fourier: se
1°* . . PR T
a) esiste I'integrale proprio di f(2) in ogni intervallo;

1
b) esiste @ (xg) = lim e 1 (o + 8) - [ {wo —t)]. per ogni
LN

£ .
¢) le successioni {na,} ¢ {nb,} sono limitate;

allora la serie di Fourier converge in ogni punto @o a o (2).
Alla classe delle funzioni sviluppabili in serie di Fourier ap-
partengono. per esempio, le funzioni monotone ¢ limitate e le
funzioni regolari a tratti (*).
Evidentemente nei punti in cui f(x) ¢ continua, la serie con-
# verge ad f(x) [infatti ¢ (z) = f(20), se f(x) ¢ continua], nei
punti in cui esistono discontinuita, di prima specie. la serie con-
verge al valore della semisomma dei limiti destro e sinistro.

(*) Una funzione si dice regolare a tratti in un certo intervallo, se esso
pud essere diviso in un numero finito di intervalli in ciascuno dei quali
la funzione & derivabile ¢ la derivata ¢ continua.

o

{
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Se una funzione f (x) ¢ periodica di periodo ¢ [f(z + I) = f (x)].
eseguendo la trasformazione di variabile

{ ;

si ottiene la funzione f(lz/2 w) che & periodica nella variabile =
con periodo 2 7 ¢ per la quale valgono le considerazioni preceden-
temente fatte.

Una funzione f(x) non periodica, definita su un intervallo
finito (. b) pud ugualmente esserc sviluppata in serie di Fourier,
purché soddisfi alle condizioni del teorema fondamentale. In
questo caso si prolunga la funzione f (x) al di fuori del suo inter-
vallo di definizione su un nuovo intervallo di ampiezza L conte-
nente (@, b) e si considera una nuova funzione F (x) avente come
periodo L e coincidente con f(x) in (a, b). Lo sviluppo di F (z)
in serie di Fourier approssima in (a, b) la funzione f ().

(UL

19. EQUAZIONI DIFFERENZIALI

e

19-1. Definizioni e teorema di unicita

A s ———— S T

Si chiama equazione differenziale un’equazione che stabilisce
un legame fra la variabile indipendente , la variabile dipendente y
e le derivate di ¥ rispetto ad =z.

dy  d% dryy
F(a:. - T a (ix")_ﬁ' (19-1)

La derivata di ordine pil elevato stabilisce I'ordine dell’equa-

zione differenziale. Si chiama integrale di una equazione diffe- |

renziale qualsiasi funzione y = f (z) che verifica 'equazione dif-
~ferenziale. o
Nel caso in cui 'equazione (19-1) sia risolvibile rispetto alla
derivata di ordine pih elevato, ciod

B (:r‘ y W @1y (19-2)

dan dx = 777 dagn

vale il seguente

Teorema di unicitd: Se la funzione ¢ che compare nella
(19-2) e le sue derivate parziali rispetto a y, dy Jdz, . .. dv=t yjder—1,
sono continue in un dominio D (*) contenente il punto

(l_'l' du—-ly 3
F [xl) . Yo, (d_.’;)() R ( daxn-1 )OJ

allora esiste una sola soluzione dell’equazione differenziale (19-2)
tale che per & = xy, sia

dn—ly - (dwwly)
B 0

Y=o dan-1 dan-1

(*) I1 dominio D & un dominio di uno spazio (n 4+ 1)-dimensionale.
Se n =1, 7 & un dominio nel piano z y.
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I valori =y . yo si chiamano condizioni iniziali.
L’integrale generale di un'equazione differenziale di or-
dine » ¢ una funzione del tipo

Y= fle. Or. Co. . ), (%) (19-3)

che soddisfa I'equazione (19-2), qualunqgue siano i valori assegnati
alle n costanti Op, Co ... O, .
Imponendo alla soluzione (19-3) di soddisfare le condizioni
iniziali. si ottengono particolari valori per le costanti €, s ... (7.
La soluzione cosi ottenuta. sostituendo nella (19-3) i valori
determinati per le n costanti, si chiama integrale particolare.

19-2. Equazioni del primo ordine, a variabili separabili

. e
== Se un’equazione del primo ORNTE
dy

— =S w) (1a-4)

pud essere messa nella forma
dy
il
in modo ¢he il secondo membro della (19-4) sia il prodotto di una
funzione della x. [ (z) per una funzione della y. g (). essa ¢ detta

a variabili separabili. In questo caso Pintegrale generale o
dato dalla relazione

d
ITIU(?JT s f; (@) da + . (19-6)

— @) g W) (19-5)

Iequazione differenziale (19-4) pud essere ricondotta a una
forma in cui le variabili siano separabili se la funzione f(z. y)
che vi compare ¢ omogenea (**). Infatti ponendo

G e o (19-7)

(*) Non sempre ['integrale generale pud esserc ottenuto esprimendo
esplicitamente la y come nella (19-3) mediante funzioni elementari. Piu
in generale esso sard una funzione implicita f(x, y, (1. ... () = 0.

(**) Un’equazione f (x, y) si dice omogenca rispetto a z e a y, se f (lz,
ky) = [z, y) qualunque sia il parametro b, In particolare seelto & = 1z
visulta [ (1, yfe) = (oo y).

INTEGRAZIONT DET DIFFERENZIALT TOTALL {l 3
i

¢ derivando la (19-7) dopo avere risolto rispetto a y si ottiene

dyy o ok dz 10.8
P PR (F9=8)

La (19-4) tenuto conto delle (19-7) ¢ (19-8) diventa

dz

o

= (L 2) (19-9)

da
dalla quale separando le variabili si ottiene

Nell’integrale gencrale della (19-10) si dovrd poi sostituire
a z la sua espressione z = y /2 data dalla (19-7).

19-3. Equazioni del primo ordine, lineari

Un'equazione del primo ordine & detta lineare. se & lincare
in g e dyjdx. Bssa. se & esplicitabile. pud essere mossa nella forma

dy
de

= A @)y + B (x) (19-11)

dove 4 (x) e B (x) sono polinomi della variabile .
i1 metodo di risoluzione della (19-11) consiste nel cercare una
solazione del tipo

y = () B (%) (19-12)

che soddisfi alla (19-11). L'integrale generale risulta essere

i e {‘J'A(.a-)dr ”ﬂﬂ_dﬂ + . (19-133)

Taceyar
(A

19-4. Integrazione dei differenziali totali

Data Tequazione

A Qe y)dae 4 B (as y)dy = 0, (19-14)
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se A (x, y) e B (x. y) sono funzioni continue con le loro derivate
prime e se

)
B e 2B (19-15)
i

4
¢ ox

Y
allora il primo membro della (19-14) & il differenziale totale di
una funzione incognita f (z. y).

Iintegrale generale della (19-14) ¢ dato da
S y)=C (19-16)
dove
[l y) = f A (z y)de + f Blxo. y)dy. (19-17)
T Yo

)

Se l'equazione (19-15) non ¢ verificata. ma Despressione
(1/B) - [(04 |dy) — (0B/dz)] dipende solo da z, oppure (1/4) -
- [(0B[dx) — (04 |dy)] dipende solo da y, ponendo

; . p
- _d_f[__.“f_BJ (19-18)
z  dr B | oy o
nel primo caso. e
. ; 14 -
. [_‘fli _ _M_J (19-19)
z Y A Feze dy

nel secondo. T'espressione che si ottiene moltiplicando per z la
(19-14)
2 A (. Y de + 2 B (v, y)dy =0 (19-20)

¢ un differenziale esatto. z si chiama fattore integrante e pud
essere ottenuto integrando la (19-18) o la (19-19).

19-5. Integrale singolare

Iintegrale generale di una equazione differenziale lineare &
una equazione del tipo

$(x. y, Cy=0. (19-21)

Al variare di €' la (19-21) descrive una famiglia di eurve nel
piano @. y. Si chiama inviluppo. re esiste. una curva che in ogni

EQUAZIONI DEL SECONDO ORDINE. LINEARL ” ol
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suo punto & tangente ad una curva della famiglia (19-21). L’equa-
zione dell’inviluppo y = f (¥) si ottiene eliminando ¢ dalle due
equazioni

by C)=0

i (19-22)

30 [b (=, », C)] =0

Per Pequazione y = f (x) soluzione del sistema (19-22) si danno
tre diverse possibilitd :

@) E un’equazione che pud essere ottenuta dalla (19-21)
per un particolare valore del parametro €. In questo caso & una
particolare curva della famiglia,

b) Non si pud ottenere dalla (19-21) e in ogni suo punto ha
come tangente, una curva della famiglia (19-21). Allora y = f (2) &
Pintegrale singolare: infatti, come si verifica facilmente @&
anch’esso una soluzione dell’equazione differenziale di cui la (19-21)
¢ lintegrale generale.

¢) Non si puo ottenere dalla (19-21) per un particolare va-
lore di €' e non ¢ tangente alle curve della famiglia (19-21). In
questo caso la ¥ = f(x) ¢ il luogo dei punti singolari della

(19-21), ciot il lnogo dei punti in cui F—a— [b(x. v, )] =0 e
2

--3%- [¢ (2. y. O)] =0.

Si osservi che se un punto appartiene all’integrale singolare,
esso appartiene anche a una delle curve della famiglia (19-21);
per esso passano due soluzioni dell’equazione differenziale e non
valgono quindi le condizioni richieste dal teorema di unicitd.

19-6. Equazioni del secondo ordine, lineari, a coefficienti

costanti
Consideriamo separatamente il caso dell’equazione omogenea
d2y

da?

ay =
+b g + ey = 0. (19-23)

dal caso dell’equazione non omogenea

d2y y
T2 + b g + ey = [ (2) (19-24)
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In entrambe (19-23) e (19-24) i coefficienti a, b e ¢ sono costanti.
reali. Le due equazioni sono del secondo ordine in quanto compare,
come derivata di ordine massimo, la derivata seconda e sono li-
neari, cio¢: di primo grado nella funzione y e nelle sue derivate prima
e seconda. Hsse differiscono per la presenza nella (19-24) del
termine f (x).

=]

a) Equazioue omogenea

B 7 lntegtale gener: ale dell’equamone omogenea (19-23) si ottiene
con una combinazione lineare di due integrali particolari. Per
ottenere gli integrali particolari si sostituisce nella (19-23) y =
= ek*, dyfde = k ez, d2y[da? = k2 v, Si ottiene in questo modo
un’equazione di secondo grado in k:

ak? - bk - ¢ =0 (19-25)

detta equazione caratteristica associata. A seconda che le
radici dell’equazioni (19-25) siano reali e distinte, reali e coinei-
denti, complesse coniugate, si hanno diverse forme dell’integrale
generale dell’equazione (19-23). Esse sono riportate nella ta-
bella 19-1.

b) Equazione non omogenea

T i e ™ 2 z
“1Vintegrale generale dell'equazione fioh omogenea (19-24) si
ottiene come combinazione linearc dell’integrale generale dell’e-

Tasrrra 19-1. Inlegrali generali dell’equazione (19-23). (' e Cs
sono costanti di integrazione,

Integrale generale
dell’equazione omogenea

Radici dell’equazione
caratteristica associata

Reali e distinte &y, ke y==Ce s + e b

Reali e coincidenti by = ks | ¥y = Cr ¢ M7 4 Oy 2d”
Complesse coniugate
fy = o - 2B, ks = a — if y = ez [Cy1sen B -+ Oz cos Ba]

i
i
|
|
£

EQUAZIONI DEL SECONDO ORDINE, LINEART [ [ ?,

quazione omogenea (19-23) e di un integrale particolare della
(19-24). L’integrale particolare dell’equazione non omogenea si
ottiene inserendo nell’equazione differenziale una soluzione che
dipende dal tipo di funzione f(z), e determinando i parametri
liberi della soluzione.

Nella tabella 19-2 sono riportati per alcune funzioni f(z) i
corrispondenti tipi di soluzione da inserire nell’equazione diffe-
renziale.

TaseLva 19-2. Alouni tipi di integrale particolare dell’ equazione
differenziale non omogenea (19-24). Ay (x), Py (z), indicano poli-
nomi di grado n.

I

| k1e ke sono le
Tipo di funzione : soluzioni della
1 (=) equazione

caratteristica

Tipi di soluzione

fl@)=Pa(x)err |a#k, as#k |y=A, () e=
@ =k # ke y = Ay (x) x eaz
o =k = ks y = Ay (x) a2 ea=

fl@) = Py (x)es | @+ ib# ki y = Ar () ¢ cos bz +
-cos bz 4+ Qn (x) - la + b # ko -+ B, (z) e®* sen bx
. ¢4 gen br
ja + b =k
{a —ib = ks

y =z [4; (x) e** cos bx
—i—Br(I}G“I'
- sen bz |
r=m Se m=mn
r=n Sen>m

Un altro metodo, diverso dalla sostituzione, per la ricerca
dell’integrale particolare consiste nel cercare un integrale del-
I'equazione non omogenea, ottenibile dallintegrale generale

y=Ciyi(x) + Cape (2) (19-26)
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dell’equazione omogenea, per particolari valori ¢4 e (s delle co-
stanti C; e Cy . Questi valori risultano dati da

o= ( ~= f{®) Yo e
( iy dyr )
h e

idx Yz dx
(19-27)

oo [ J{x)
RS2
/50 — Y2 ——

dx ¥ dw
Ovviamente guesto metodo comporta il calcolo degli integrali

(19-27), per cui quando & possibile si preferisce il metodo della
sostituzione.

19-7. Equazioni del secondo ordine, lineari, a coefficienti

----- T

Se i coefficienti &, b e ¢ dell’'equazioni (19-23) non sono costanti,
il metodo illustrato nel paragrafo precedente non pud essere
usato. In questo caso occorre conoscere due integrali particolari,
fra loro linearmente indipendenti w1 (x) e 2 () (*). L’integrale
generale si ottiene con una combinazione lineare dei due

y (@) = Cryn (x) + Caya (2). (19-28)

Naturalmente la difficoltd consiste nel trovare i due inte-
grali particolari, ma se uno di essi ¢ noto [ad esempio ¥ (x)]
I'altro pud essere trovato facendo uso della seguente relazione

—[bja dx

v (2) =91 (@) [ "P"&TE&T de (19-29)
w1

dove b (x) e @ (x) sono i coefficienti che compaiono nella (19-23).

(*) Due funzioni f; (x) e [z () sono linearmente indipendenti se il loro
rapporto non & costante:

fi{z)

- £ gostante,

f2 ()

[

EQUAZIONI DI ORDINE i, LINEARI, A COEFFICIENTI ] [q

19-8. Equazioni di ordine n, lineari, a coefficienti costanti
@) equazioni omogenee

Sia data l'equazione
dﬂy dn-1 ¥
dan Tt dzn-1

dove a1, az ... sono coefficienti costanti.
Se sono note n soluzioni linearmente indipendenti (*) y1 (),
i2 () ... wya(z). allora Uintegrale generale della (19-30) &

Yy @) =Crys (@) + Coya (@) + ... + Cuyn(x). (19-31)

Per trovare le n soluzioni v (%), ¥z (x) ... si sostituisce nella
(19-30) v = ek ottenendo l'equazione caratteristica associata

oLkt - as kvt + L+ an = 0. (19-32)

(753 + ...+ dnaa Yy = 0 (19-30)

Tasriria 19-3. Dipendenza delle soluzioni dell equazione differen-
ziale di ordine n, dalle natura e dalla molteplicita delle radici del-
lequazione caratteristica.

Moltepli-
Tipo della radice cit(;tsp I]la, TN
ky della (19-31) % R
radice
k1 reale singola W= gk
foy = ks = ... ks reali s g1 = €"1%, ya = we"1",

. gy = 2L T

k1 = o + if, complessa singola | y; = e* (43 sen Bz +
+ Az cos fx)

iy = e*® (4, sen Bz -+
+ Az cos Bx)

Yo = e** x (A3 sen B
+ A4 cos Ba)

Ys = & gps—1 (A%__i %

klzm—+-i{5::k2: &
= ... = ks, complesse

« sen P -+ Ags cos fu)

(*) 8i veda la nota alla fine della pagina precedento,
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Successivamente si ricercano le radici k1 , k2 . . . kn della (19-32),
trovate le quali, si ottengono le soluzioni g1 (), ¥2 (%) ... yn (2),
come illustrato nella tabella 19-3.

b) Equazioni non omogenee
Data l'equazione non omogenea

dny dnfly
& daxn + a2 dan-1

+ e F ann y = f(x), (19-33)

dove a1, as, ... Gny1 s0no coefficienti costanti, il suo integrale
generale si ottiene come combinazione lineare dell'integrale gene-
rale dell’equazione omogenea associata e di una soluzione par-
ticolare della (19-33).

Nella tabella 19-4 sono riportate alcune funzioni f (x) e i corri-
spondenti tipi di soluzione da inserire nell’equazione differenziale
(19-33) allo scopo di determinare la soluzione particolare.

TanserLa 19-4. Alcuni tipt di soluzione di equazioni non omogenee
di ordine n. Pu (x), Adm (@), indicano polinomi di grado m.

ki, k2 ... ka, sono
[ @) le radici dell’equa- ¥ (x)
zione caratteristica
flx)y=ewPp(x) | a#ky, #ks ... y = et A ()
ve v R by
o=t =ke...= ks y:e”x*Am(x)

(moltiplicita s)

f@) =P (x)ewx . | a-+ib# ki, # ke y = Ay (x) e® cos bx
ccoshx 4 Ap () o] oo F kn + By (x) et® »

. e%% gen bx . sen bx
a4-th =k =lka= | y=a [Ar (x) €% .
- cos bx + Br (x)
- e4% gen bx ]
r==%set=m

==, o=k

¥=1m se m >t

SISTEMI LINEARI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALL [ 2/{

In alternativa al metodo della sostituzione si pud far uso del
metodo di variazione di costanti, che consiste nel determinare i
valori delle costanti Cy . Cz ... Cy. che compaiono nell'integrale
generale (19-31) dell’equazione omogenea associata, in modo che
la (19-31) sia una soluzione particolare della (19-33). Il metodo
porta a risolvere il sistema di equazioni lineari.

oy dcs d0n
dx 1+ dw L2 + da Y5l

dCy (f;;l)"f- ri(iz (figf)++ dCn (d?ln):()

“:’lil ( ‘i’:f; ) ‘i‘iﬁ ( ‘Z::f’; )+ S (19-34)
+-G ()=
T ) eyt
RONES T

Risolto il sistema e trovati dCy de, dCsfdx ... dCy /dx, da essi
mediante integrazione si ottengono i valori cercati per 1, Caz,
o Gy

19-9. Sistemi lineari di equazioni differenziali

Dato un sistema lineare di equazioni differenziali del primo
ordine, in cui le derivate del primo ordine possano essere messc
nella forma esplicita

di .
dy: =filx, y1, y2 ... Yn)

d
—dy;—=.f2 (® Y1, Y2 .. in)
(19-35)

difn

Te =fol®, Y1, ¥2 ... Yn)s
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il sistema si chiama sistema normale. Per risolverlo si procede
nel modo seguente: derivata una delle equazioni (19-35), per
esempio la prima, si ottiene

i oh Lo Ay | Gh dy Lo dy

d® o oy dx dyp dx T Ay dx
(19-36)

nella quale si possono sostituire dy;/dx, dys/dx, ... dy./dz con

le espressioni date dal sistema (19-35). La (19-36) diviene pertanto
un’espressione del tipo

a,
deZl =da (L, Y1, Y2 ... ¥n) (19.37)

Si derivi la (19-37) e si sostituiscano in essa alle derivate
dyy jdz, dyajdz, ... dy./dz le espressioni (19-35) giungendo a

d3
e ) (19-38)
Continuando il procedimento fino alla derivata di ordine n

si ottiene il sistema

d
;i‘ =fi(® y, Y2 ... Ya)

2
Cflg; = G2 (X, Y1, Y2 ... Yn)

(19-39)

Risolvendo le prime n— 1 equazioni del sisterna (19-39) &

possibile esprimere w2, ¥z, ... ¥ in funzione di x e di dy [de,
d¥y jda2, ... dr-ly fdan-t
- dyl dzyl d"*ly,l
vo=Felo G ga e g
......................................... (19-40)
dy1 dz?ll d""“lyl
- == B (” de ’  da? dan )

/

']
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Sostituite queste funzioni nell'ultima equazione del sistema
(19-39) si ottiene

ik A i 7 ). 194y

dxn NS dx dxn-1

L’integrale generale di questa equazione differenziale di ordine
n sard una funzione

= F]_ (.’L’, 01 3 Cz i Cn}. (19-42)

Calcolando le derivate fino all’ordine n— 1 della (19-42) e
sostituendole nelle (19-40) si ottengono anche w2, ys ... ¥, In
funzione di @ e delle costanti ¢, Ca, ... Cn. Queste ultime
vengono determinate imponendo alle soluzioni del sistema di
soddisfare alle condizioni iniziali.






